КУРС МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 

ПОД РЕДАКЦИЕЙ 
академика Н. Н. ЛУЗИНА 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ 


ГОСУДАРСТВЕННОЕ 

УЧЕБНО-ПЕДАГОГИЧЕСКОЕ ИЗДАТЕЛЬСТВО 


Проф. И. И. ЖЕГАЛКИН и доц. М. И. СЛУДСКАЯ 


ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ 

ИСЧИСЛЕНИЕ 


УЧЕБНИК 

ДЛЯ ВЫСШИХ ПЕДАГОГИЧЕСКИХ 
УЧЕБНЫХ ЗАВЕДЕНИЙ 


УТВЕРЖДЕНО НАРКОМП РОСОЙ РСФСР 



МОСКВА • 1935 


Ответственный редактор С. Ю. Калецкий, 
Технический редактор ь М . /7. Тканукое. 

• 

Сдано в набор 26/Ѵ 1935 г. Подписано к печати 
2(ѴІПД935'г. Формат набора 62X9441** Тираж 
10 000. Бум. листов 11,5. Печ. листов 23. Авт. 
листов 20,49. Печ. знаков ві бум. листе 105000. 
У-91. Учпедгиз № 7309. Заказ № 1867. Цена 
5 руб. Переодет I руб, 

• 

Уполн. Главлита Б-10747. 

• 

1-я Образцовая типография Огиза РСФСР 
треста „Полиграфкнпга", Москва, Валовая, 28. 



ОГЛАВЛЕНИЕ. 

ОТДЕЛ ПЕРВЫЙ. 

ФУНКЦИИ ОДНОГО ПЕРЕМЕННОГО. 


Глава /. 

Производная и диференциал функ¬ 
ции одного переменного. 


§ 1. Непрерывная функция и ее 

приращение. П 

§ 2. Особые функции . . . . • 12 

§ 3. Производная и ее обозначе¬ 
ние. . И 

§ 4. Геометрическое и кинемати¬ 
ческое значение производ¬ 
ной . 16 

§ Г). Производные равных функ¬ 
ций . 18 

§ 6. Производные постоянного и 

независимого. 18 

§ 7. Метод непосредственного вы¬ 
числения производных ... 20 

§ 8. Производная степенной функ¬ 
ции . 22 

§ 9. Производные тригонометри¬ 
ческих функций. 23 

§ 10. Производная логарифмичес¬ 
кой функции. 25 

§ 11. Производная показательной 

функции . 28 

§ 12. Производная функции в дан¬ 
ной точке. 29 

§ 13. Бесконечно-малое прираще¬ 
ние функции. 30 

§ 14. Диференциал функции ... 32 

§ 15. Основные свойства диферен- 

циала. 33 

§ 16. Обозначение производных 

Лейбницем. 34 

§ 17. Геометрическое значение ди¬ 
ференциал а . 35 

§ 18. Геометрическое изображе¬ 
ние разложения приращения 

функции . 36 

§ 19. Заключение. 37 


Глава //. 

Общие теоремы о днференциро- 
вании. 

§ 20. Производная от произведе¬ 
ния функции на постоянное 39 
§ 21. Производная алгебраической 


суммы.40 

§ 22. Производная от произведе¬ 
ния двух сомножителей . . 41 

§ 23. Производная от произведе¬ 
ния нескольких сомножите¬ 
лей . 42 


§ 24. Производная от степенной 

функции. 43 

§ 25. Производная частного ... 47 

§ 26. Производная неявной функ¬ 
ции . 48 

§ 27. Непрерывность производной 50 
§ 28. Замечания о вычислении 

производных. 50 

§ 29. Заключение. 51 


Глава III. 

Функция функции и ее производ¬ 
ная. 

§ 30. Функция как математичес¬ 
кое выражение и ее аргументы 52 
§ 31. Аргумент и независимое 

переменное. 53 

§ 32. Функция функции. 55 

§ 33. Производная от функции 

функции. 56 

§ 34. Производные тригонометри¬ 
ческих функций. 59 

§ 35. Производные от показатель¬ 
ных и логарифмических 

функций. 61 

§ 36. Изменение основания ... 62 

§ 37. Производная от степенной 

функции. 63 

§ 38. Функция типа и? . 63 

§ 39. Заключение. 64 

Глава IV. 

Обратные и круговые функции. 

§ 40. Обратная функция. 65 

§ 41. Функция агс віпх . 68 

§ 42. Функция агс соз х . 70 

§ 43. Соотношение 

агс 5 Іп х + агс соз х = ^ 71 

§ 44. Функции агс і* х и агс с*д х 72 
§ 45. Проивводная обратной функ¬ 
ции . 72 

§ 46. Производные круговых функ¬ 
ций . 74 

§ 47. Заключение. 75 

. , Глава V. 

" Производные и диференциалы 
высших порядков. 

§ 48. Производные высших поряд¬ 
ков . 76 








































§ 4Э. Диференциалы высших по¬ 
рядков . 

§ 50. Связь между производными 
и диференциалами различ¬ 
ных порядков . 

§ 51. Диференциалы независимого 

переменного . 

§ 52. Примеры вичисления произ¬ 
водных высших порядков . . 

§ 53. Теорема Лейбница о произ¬ 
водных от произведения . . 

§ 54/ Заключение. 

• Глава VI . 

Диференцируемые и недиферен- 
цируемые функции. 

§ 55. Различные типы производ¬ 
ных . 

§ 56. Функции с двумя производ¬ 
ными . 

§ 57. Функции, не имеющие про¬ 
изводной . 

§ 58. Диференцируемые функции . 
§ 59. Заключение. 

Глава VII . 

Строка Тейлора и строка Макло- 
рена для многочлена. 


§ 60. Многочлен. 94 

§ 61. Строка Тейлора для много¬ 
члена . 96 

§ 62. Строка Маклорена для много¬ 
члена .100 

§ 63. Различные формы строки 

Тейлора.101 

§ 64. Заключение ..102 


Глаза VIII 

Классификация функций с точ¬ 
ки зрения их течения. 


§ 65. Область точки на прямой . . 103 

§ 66. Об интервалах.104 

§ 67. Положительные и отрица¬ 
тельные функции.106 

§ 68. Монотонные функции . . . 107 
§ 69. Максимум и минимум функ¬ 
ции в интервале.ПО 

§ 70. Смежные значения функции . 111 
§71. Максимумы и минимумы 

функций в точке.112 

§ 72. Колеблющаяся функция . . 114 
§ 73. Внутренние и граничные ма¬ 
ксимумы и минимумы функ¬ 
ции . 115 

§ 74. О функциях с равными зна¬ 
чениями на концах интервала 116 
§ 75. Заключение. 117 


78 

Глава IX. 

Производные монотонных и коле- 

80 

блющихся функций. Течение 
функций. 



§ 76. Знак функции и ее предела 

119 

81 

§ 77. Производные монотонных 

121 


функций . 

82 

§ 78. Производная в точке экстре- 

124 

83 

мума. 

§ 79. Вторая производная .... 

127 

85 

§ 80. Признаки максимумов и 

128 


минимумов . 


§ 81. О методах исследования те¬ 
чения функции. 

130 


§ 82. Вычисление наибольшего н 
наименьшего значений функ¬ 
ции . 

136 


§ 83. Заключение. 

140 

87 

Глава X. 



89 Теоремы Ролля, Лагранжа и Коши. 

§ 84. Теорема Ролля .141 

91 § 85. Замечания от юсительно тео- 

92 ремы Ролля .143 

93 § 86. Обобщения теоремы Ролля 145 

§ 87. Теоремы Лагранжа и Коши 146 

§ 88. Геометрическое и кинемати¬ 

ческое значения теоремы 
Лагранжа.149 

89. О промежуточном числе . . 150 

90. Различные формы іеоремы 

Лагранжа.151 

§ 91. О функциях, производные 

которых равны.152 

§ 92. Заключение.154 

Глава XI, 

Теорема Лопнталя. Истинные значе¬ 
ния неопределенных выражений. 


§ 93. Истинное значение выраже¬ 
ния .156 

0 

§ 94. Истинное значение выраже¬ 
ния —.158 

00 

§ 95. Правило Лопиталя . . . . 164 

§ 96. Заключение. 165 

Глава XII, 
Диференциал. 

§ 97. О системах переменных ве¬ 
личин .166 

§ 98. Основное свойство дифе- 


ренциала ... .... 167 

§ 99. Предел отношения прира¬ 
щений двух функций ... 170 

Лу Лх 

§ 100. Отношения^, , ... 171 

101. Вычисление диференциалов 176 

102. Заключение.178 






































ОТДЕЛ ВТОРОЙ . 


ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 


Глава XIII. 

Функции многих переменных. 


§ 103. Переменные и постоянные 

величины. Функции .... 181 

§ 104. Аргументы и независимые 

переменные.182 

§ 105. Область изменения аргу¬ 
ментов . 184 

§ 106. Точка в пространстве п из¬ 
мерений .184 


§ 107. Значение функции в точке 

и предел функции в точке. 185 
§ 108. Общий метод изучения 
функций нескольких аргу¬ 


ментов . 187 

§ 109. Частные н полные прира¬ 
щения .189 

§ ПО. Особые функции многих 

переменных.191 

§111. Заключение.192 


Глава XIV. 

Частные производные. 

§ 112. Частные производные ... 193 
§ ИЗ. Частная производная как 

предел отношения . ... 195 

§ 114, Производные от независи¬ 
мых переменных.196 

§115. Геометрическое изображе¬ 
ние функции двух аргумен¬ 
тов и ее частных производ¬ 


ных .195 

§ 116. Частные производные выс¬ 
ших порядков . . ... 198 


§ 117. Теорема Лагранжа для функ¬ 
ций многих переменных . . 200 
§ 118. О функциях, производные 

которых равны нулю. . . . 202 
§119. Заключение.203 

Глава XV. 

Основные теоремы о частных произ¬ 
водных. Полные производные. 

§ 120. О независимости результата 
диферекцирования от по¬ 
рядка диференнирования . . 204 
§121. Производная от функции 

функций .... 208 

122. Полные производные ... 211 

123. Заключение.213 

Глава XVI. 

Однородные функции. 

§ 124. Определение однородной 

функции.214 

§ 125. Теорема Эйлера об однород¬ 
ной функции.215 


§ 126. Однородный многочлен . 216 

§ 127. Выражение однородной 
Функции через функцию 
меньшего числа аргументов 217 
§ 128! Второе доказательство те¬ 
оремы Эйлера.220 

§ 129. Заключение.221 

Глава XVII. 

Неявные функции. 

§ 130. Производные функций, 
определенных одним урав¬ 
нением . 222 

§ 131. Производные от функций, 
определенных системой 

уравнений.224 

§ 132. Вторая производная от неяв¬ 
ной функции.225 

§ 133. Заключение.228 

Глава XVIII. 

Максимумы и минимумы функции 
многих переменных. 

§ 134. Производные в точках 


экстремумов.229 

§ 135. Знак квадратного много¬ 
члена .235 

§ 135. Признаки максимумов и 

минимумов для функции 

двух переменных.237 

§ 137. Заключение.240 


Глава XIX. 


Полный диференциал. 

§ 138. Частный диференциал ... 241 
§ 139. Полный диференциал ... 242 
§ 140. Основное свойство дифе- 

ренциала ....... 245 

§ 141. Теоремы о полном днфе- 

ренциале.248 

§ 142. Диференциалы высших по¬ 
рядков .251 

§ 143. О вычислении частных про¬ 
изводных .253 

§ 144. Геометрическое значение 

диференциала .254 

§ 145. Диференциалы неявных функ¬ 
ций .255 

§ 146. Заключение.256 


Глава XX. 

Относительные максимумы и мини¬ 
мумы. 

§ 147. Относительные максимумы 


и минимумы .257 

§ 148. Заключение .262 


































ОТДЕЛ ТРЕТИЙ. 


ПРИЛОЖЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ К ГЕОМЕТРИИ. 


Глава XXI. 


Касательная н нормаль. 


§ 149. Кривая и ее аналитическое 
представление функцией . . 
§ 150. Направление и ориентация 
прямой. Угол вращения . . 
§ 151. Угол направления и угол 
наклона прямой ...... 

§ 152. Уравнения касательной и 

нормали . •. 

§ 153. Длина касательной и нор¬ 
мали 

§ 154. Представление кривой урав¬ 
нением . . . 

§ 155. Касательная н нормаль в 
полярных координатах . . 
§ 156. Полярные под касательная и 

поднормаль . 

§ 157. Заключение . 


265 

268 

270 

273 

275 

277 

278 

281 

283 


Глава XXII. 

Выпуклость и вогнутость кривой. 

§ 158. Понятие выпуклости и вог¬ 
нутости кривой ... 284 

§ 159. Признаки выпуклости и вог¬ 
нутости. Точки перегиба. . 287 
§ 160. Признаки максимумов и ми¬ 
нимумов.290 

§ 161. Исследование формы кри¬ 
вой . ..... 291 

§ 162. Астроида .. . 292 

§ 163. Цепная линия.294 

§ 164. Заключение.295 


Глава XXIII . 

Основные элементы и свойства 
плоской кривой. 


§ 165. Направленная кривая . . . 296 
§ 166 Дуга кривой ...... 299 

§ 167. Отношение дуги к хорде . 301 

§ 168. Кривизна кривой.302 

§ 169. Кривизна окружности . . . 303 

§ 170 Круг кривизны.305 

§ 171. Соприкасающийся круг . . 305 
§ 172. Заключение ;.308 


Глава XXIV. 

Параметрическое представление кри¬ 
вой. 

§ 173. Параметрическое предста¬ 


вление кривой.309 

§ 174. Циклоида .312 

§ 175. Неизбежность и целесообра¬ 

зность параметрического 
представления. 314 


§ 176. Параметрическое предста¬ 
вление окружности и астро¬ 
иды .. . . 316 

§ 177. Представление кривой ли¬ 
нии функцией как частный 
случай параметрического 


представления.318 

§ 178. Заключение.319 

Глава XXV. 

Дуга и кривизна кривой. 

§ 179. Переменная дуга.320 

§ 180. Диференциал дуги .... 321 
§ 181. Угол направления касатель¬ 
ной .323 

§ 182. Вычисление дуги .... 324 
§ 183. Дуга как параметр .... 327 
§ 184. Основная формула для кри¬ 
визны .328 

§ 185. Формулы для радиуса кри¬ 
визны . . . 330 

§ 186. Дуга и кривизна в поляр¬ 
ных координатах.332 

§ 187. Заключение .334 


Глава XXVI. 

Соприкасающийся круг. Эволюта 
кривой. 

§ 188. Центр и радиус соприкасаю¬ 


щегося круга ... • . 335 

§ 189. Эволюта кривой.3 

§ 190. Касательная к эволюте . . 340 

§ 191. Дуга эволюты.341 

§ 192. Циклоида.343 

§ 193. Заключение .345 


Глава XXVII. 
Асимптота. 

§ 194. Касательная в бесконечно 


удаленной точке.346 

§ 195. Асимптота.348 

§ 196. Заключение .352 


Глава XXVIII. 
Семейства кривых. 


§ 197. Семейство кривых.353 

§ 198. Предельные точки и оги¬ 
бающая .356 

§ 199. Основное свойство огибаю¬ 
щей . ... .... 359 

§ 200. Семейство прямых .... 362 

§ 201. Замечание .364 

§ 202. Заключение .366 








































ГЛАВА 


ПЕРВАЯ 


ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФЕРЕНЦИАЛ ФУНКЦИИ 
ОДНОГО ПЕРЕМЕННОГО. 

Исследования» связанные с понятиями касательной, скорости и квад¬ 
ратуры площадей, естественно привели нас к двум основным задачам: 
к задаче о вычислении пределов отношений бесконечно умаляющихся и к 
задаче о вычислении пределов сумм бесконечно умаляющихся слагаемых в 
бесконечно возрастающем числе. Изыскание методов решения этих двух 
задач повело к возникновению двух обширных отделов математики. Из пер¬ 
вой задачи развилось диференциальное исчисление, из второй — интег¬ 
ральное. При этом оказалось, что полное развитие интегрального исчисле¬ 
ния возможно только на основе диферендиального. Изложению послед¬ 
него и посвящена эта книга. 

§1. Непрерывная функция, и ее приращение. 

Мы будем в дальнейшем рассматривать почти исключительно одно¬ 
значные функции, непрерывные в некоторых соответствующих интер¬ 
валах. 

Однозначная функция Дх) называется непрерывной в точке с , если 
предел ее в этой точке конечен и равен ее значению в той же точке, 
т. е. если 

Ііт/(х)—Дс), т 

х->с 

при условии конечности правой части. 

Так как равенство (1) можно переписать в такой форме: 

Ііт/(дг) =/(1іт *), (2) 

то можно высказать следующее положение: 

Предел непрерывной функций равен функции предела ее ар¬ 
гумента. 

Пусть А— то приращение, которое получает аргумент, переходя от 
значения с к своему новому значению, и пусть к — соответствующее 
приращение функции: 

х = с + Н, к=/(с + к)—Дс). (3) 

Если х —>-с, то А—►О, и обратно, а потому равенство (1) можно пред¬ 

ставить в такой форме: 

1іш/(е + А) —Дс), 

й -*0 

и теперь из (3) ясно, что 

Нт А = 0. 

Й -.0 


іі 




Следовательно, 

если приращение аргумента бесконечно умаляется, то и соот¬ 
ветствующее приращение функции в точке непрерывности тоже 
бесконечно умаляется. 

В дальнейшем произвольно взятую функцию, ее аргумент и харак¬ 
теристику мы будем в большинстве случаев обозначать буквами у, х 
и /, что дает запись: 

у=/м- 

Приращение аргумента мы будем обычно обозначать или буквой А или 
сложным символом Длг, приращение же функции будем обозначать или 
буквой А, или символами Ду, &/(х). Следовательно, 

Дх = А, Ду^Д/(х) = А, 

а [^потому, пользуясь, смотря по 
обстоятельствам, теми или иными 
обозначениями, будем иметь такие 
равенства: 

к = \у = \/(х)=/(х+Ьх)—}(х) = 

=/(■* + А) —/(*). 

Если функция изображена непре¬ 
рывной кривой и М — произвольно 
взятая точка на ней, то приращение 
назависимого переменного изобра¬ 
жается приращением абсциссы точки, а приращение функции — прира¬ 
щением ординаты (черт. 1). 



§ 2. Особые функции. 

По определению, если у—однозначная функция х: 

=/(*), 


то каждому значению х соответствует вполне определенное значение у. 
Это определение не требует, чтобы различным значениям х соответст¬ 
вовали обязательно различные же значения у. Поэтому определение не 
исключает возможности того, чтобы всевозможным значениям аргумента 
соответствовало всегда одно и то же значение функции, т. е. не исклю¬ 
чает возможности функций, сохраняющих одно и то же значение при 
всех значениях аргумента. И действительно, легко убедиться в существо¬ 
вании таких функций. Пусть, например, 


у = асоз 2х 


2 а Ъ& 2 х 
\+&х' 


где а — некоторая постоянная величина. На первый взгляд кажется, что, 
давая х различные значения, мы будем получать и для у тоже различные 
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значения. Но простые преобразования показывают, что 


СОЗ” X 

у = а(соз 2 л: — зіп 2 л) Н-г-д— =» а(соз 2 х — зіп 2 л:) + 2а зіп 2 х = 

СОЗ 2 X 


— а (соз 2 х + зіп 2 *), 


а потому при всяком * 


у = а. 


Мы видим, что действительно возможны функции, сЬхраняющие одно 
и то же значение при всяком значении аргумента. 

Весьма просто геометрическое значение таких функций. Пусть 


причем при всяком * 


У=/{*Ъ 
Дх) = с, 


где с — постоянная величина. Следовательно, при всяком х 


У— с. 

Ясно, что функция (1) изобразится прямой, которая параллельна оси 
X и уравнение которой у = с. 

Всякая функция, сохраняющая одно и то же значение при 
всех значениях аргумента, изображается прямой, параллельной 
оси X. 

Так же очевидно, что 

если рассматривать ординату всякой линии как функцию 
абсциссы, то ордината прямой, параллельной оси Х> дает функцию, 
сохраняющую одно и то же значение. 

Пусть же /(*) — такая функция, что при всяком * 

/(■*)= с . 

где с — постоянная величина. 

Так как всякую постоянную величину можно рассматривать как 
значение некоторой функции, сохраняющей одно и то же значение 
при всех значениях независимого переменного, то говорят, что вся¬ 
кую постоянную величину можно рассматривать как функцию не¬ 
зависимого переменного. 

Когда постоянную величину с рассматривают как функцию не¬ 
зависимого переменного, то при этом, строго говоря, мыслят, что с 
равно некоторой функции, сохраняющей одно и то же значение, 
равное с . 

Постоянную величину, рассматриваемую как функцию независимого 
переменного, называют особой функцией. 

Второй пример особой функции мы получим, если рассмотрим про¬ 
стейшую зависимость между функцией и ее независимым переменным, — 
ту зависимость, которую имеем, когда значение функции и значение 
независимого переменного всегда равны между собой, т. е. когда 


у = х. 
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Эта функция изображается прямой, проходящей через начало коорди¬ 
нат под углом 45° к оси абсцисс. 

Так как функция может тожественно равняться независимому пере¬ 
менному, то говорят, что всякое независимое переменное можно рас¬ 
сматривать к нс функцию самого себя. 

Когда независимое переменное рассматривают как функцию того 
же самого независимого переменного, то, строго говоря, при этом 
вместо независимого переменного мыслят функцию, равную неза¬ 
висимому переменному. 

Постоянной величиной как функцией независимого переменного 
и независимым переменным как функцией самого себя исчерпываются 
все особые функции. 


§ 3. Производная и ее обозначение. 

Пусть 

У=/{х) 

— Функция, непрерывная в некотором интервале, и пусть 

Ьу=/(х + Ьх)— Дх). 

Если Д* бесконечно умаляется, то и Д у тоже бесконечно умаляется, а 
потому отношение 


есть отношение двух бесконечно умаляющихся. Следовательно, вычис¬ 
ление предела этого отношения есть частный случай первой задачи в 
теории исчисления бесконечно-малых. 

Определение . Предел отношения приращения непрерывной функ¬ 
ции к бесконечно умаляющемуся приращению ее аргумента назы¬ 
вается производной данной функции. 

Следовательно, если 

А=Пт±У = 1іт Ах + Ь)-Дх) 

А*-0 ДХ А -*0 Л 


то А есть производная функции /( х). 

Вычислим, например, производную от функции 

у — х*. 


Когда х получает приращение К то его новое значение равно х + Л; новое 
же значение у равно у + Лу> а потому 

У + Ьу—(х + Н)*, 


откуда 


Ду = (дг + А)*— х*. 


Составляем отношение^- и ищем его предел, предполагая, что Дг 


0. 'Имеем 


Ду = (х + П) х -х* _ {(* + Л) а --■** ! [{* + Л) 3 +•*»] 
Дх Л А 

(* + й) 3 -**=Л\2* + Н\ 


и так как 
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Ду V—" I IV" I I " Л* 

Предполагая, что Л — * 0, находим 

Іітп = 4 х‘і 

Следовательно, производная от функции х 4 равна 4х*. 

В настоящее время для обозначения производных общепринято не¬ 
сколько систем, введенных в свое время Лагранжем, Ньютоном, Коши и 
Лейбницем. Лагранж (Ьа^гап^е) предложил обозначать производную от 
функции с помощью штриха, который ставится справа и сверху или 
над характеристикой функции или над буквой, обозначающей функцию. 
Следовательно, если нам даны функции 

у=Дх), г=у(х), ѵ = $(х), (1) 

то их производные соответственно обозначатся или так: 

У\ г\ 

что читается так: .игрек штрих*, .дзет штрих*, „вэ штрих", или так: 

/(*), *'(*), ф'(*), 

что читается так: .эф штрих", .фи штрих 4 , ,пси штрих*. При таких 
обозначениях рядом с равенствами (1) будем иметь также равенства 

У =/(*). г' = ’і'(х), ѵ' = У(х). 

Если функция дана математическим выражением, то по Лагранжу ее 
производную обозначают, заключая математическое выражение в скобки 
и ставя штрих сверху над правой скобкой. Следовательно, производная, 
например, от функции 

5х 2 -(- соз х 
\^х-\-5Іах 

по Лагранжу обозначится так: 

(5х 3 -\- соз хѴ 
\|/ лс -)— зіп лс / 

Мы доказали, что производная от функции у — х* равна 4л 9 . Это, пользуясь 
обозначением Лагранжа, можно записать или так: 

у' =- 4х», 

или так: 

(л 4 )' = 4л*. 

По-французски производная называется бЗгіѵёе. Так как это слово 
начинается с буквы й , то 

Коши (СаисЬу) обозначал произвздную, ставя перед функцией 
прописное французское О Следовательно, производная от функции 
х * по Коши обозначится так: 

Ох*= іх», 

что и читается обыкновенно так: „дэ от х ія . 

Ньютон обозначал производную точкой, поставлена й над буквой, 
обозначающей функцию. 
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Таким образом, производная от функции у—/(х) обозначится 
по Лагранжу: /, или/(х), по Коши: Оу, или ОДх ),по Ньютону:^. 
Кроме этих обозначений существует еще обозначение Лейбница, о 
котором будет сказано ниже. 

Обозначение Коши мало употребительно. Обозначение Ньютона одно 
время совершенно исчезло, но в настоящее время оно очень часто упо¬ 
требляется в механике. Общепринято, особенно при теоретических 
исследованиях, обозначение Лагранжа. 

Производной мы назвали предел отношения приращения функции к 
бесконечно умаляющемуся приращению ее аргумента. Из этого опреде¬ 
ления производной и ее обозначения вытекает 
Основное равенство . Если 


то 


или 


У =/<*), 

'(*) = Нт'<* + «>-/<*> , 

Н-*0 П 


Этим равенством в той или иной форме мы постоянно будем пользо¬ 
ваться. 

Диференциальным исчислением называется тот отдел математики, 
который изучает общие свойства производных и методы их вычисления. 
О происхождении термина „диференциальный* будет сказано ниже. 


§ 4. Геометрическое и кинематическое значение производной. 

Пусть непрерывная функция 

У—/(*) 


изображается кривой АВ (черт. 2). Взяв на ней произвольно точку М (х,у), 
вычислим угол наклона к оси X касательной к кривой в точке М. 
Для этого возьмем на кривой точку М' достаточно близко к М и прове¬ 
дем через эти две точки секущую, угол наклона которой обозначим 
через а г Проведем еще прямую УИф параллельно оси X . Когда от 
точки М мы переходим к точке М\ то координаты точки получают 
приращения Ах и Ау, изображающиеся на чертеже направленными отрез¬ 
ками МС ? и а потому из треугольника МС}М' имеем 




Ду 

Ах * 


(1) 


Пусть Ах бесконечно умаляется. Тогда точка М бесконечно прибли¬ 
жается к М и ясно, что если а — угол наклона касательной, то 

Ііт а, = а, 

а потому из (1), переходя к пределу, заключаем, что 

а = Іігп ^, (2) 
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(МТ 


т. е. 

іда=У; 

лолучается 

Теорема. Тангенс угла наклона касательной равен производной 
от ординаты кривой, рассматриваемой как функция абсциссы. 

Отсюда следует, что 

если функция изображена кривой в декартовой прямоугольной 
системе координат, то ее производная изображается тангенсом 



угла наклона касательной к 
оси абсцисс. 

Предположим теперь, что по 
оси абсцисс движется точка М 
(черт. 3). Если через 5 обозначим 
ее абсциссу в момент і л то 5 будет 
некоторой функцией от і. Пусть 

*=/(<)• (2) 



Черт. 2. 


Черт. 3.; 


Принято в этом равенстве называть 5 пройденным путем точки. Пусть 
в некоторый момент і движущаяся точка М находится в N и пусть из 
этой точки за промежуток времени А она переместилась в точку Л/'. 
Следовательно, в точке УѴ* она находится в момент/ +А. Если через к 
обозначим длину отрезка УѴУѴ\ то средняя скорость точки М за проме¬ 
жуток А равна 

к 

~к' 


Так как истинной скоростью точки в момент і называется предел ее 
средней скорости за бесконечно умаляющийся промежуток, следующий 
за моментом і у то, обозначая истинную скорость через ѵ у имеем 

ѵ = \іт 4". (3) 

л-»о Л 


Но ясно,- что к есть то приращение, которое получает 5, когда і полу¬ 
чает приращение А/ = А, а потому к = 1$. и равенство (3) можно пе¬ 
реписать так: 

и 

ѵ=11т — у 

Д /-»0 


и мы видим, что 

ѵ — з\ 


где —производная от $ как функции і . Получается 

Теорема . Истинная скорость точки, движущейся прямолинейно, 
равна производной от пути, рассматриваемого как функция времени. 




Поэтому говорят, что производная кинематически представляется ско¬ 
ростью. 

Итак, производная может быть представлена геометрически и кине¬ 
матически. Геометрически она представляется тангенсом угла наклона ка¬ 
сательной, а кинематически — скоростью. 


§5. Производные равных функций. 

Если значения двух функций равны при всяком значении независи¬ 
мого переменного, то функции называются равными. 

Теорема* Производные равных функций равны. 

В самом деле, если при всяком х 

Дх) = Г(х), 
то 

Дх + к) = Г{х+.Н), 

а потому 

Дх + А) -/(л) Р{х + А) — Р(х) 

А А 

Пусть А бесконечно умаляется. Переходя к пределу, имеем: 

,,„/<>+»)—/(*> = , |т ^+л>-.^>, 

Н—*0 Л Л-М) Л 

/(х) = Г(х), 

и теорема доказана. 

Заметим, что обратная теорема несправедлива. Увидим, чго из 
равенства производных нельзя заключать о равенстве функций. 

Доказанная теорема так проста, что мы будем постоянно ею поль¬ 
зоваться, никогда явно об этом не упоминая. 

§ № 6. Производные постоянного и независимого. 

Мы видели, что возможны функции, сохраняющие одно и то же зна¬ 
чение при всяком значении аргумента, т. е. функции, тождественно 
равные постоянной величине. Поэтому постоянную величину можно рас¬ 
сматривать как функцию независимого переменного. 

Вычислим производную от постоянной величины, рассматриваемой 
как функция. Пусть при всяком х 

/(х) = С, 

где С — постоянная величина. Следовательно, 

/(* + А) = С, 

а потому 

/(х-і- /.)-/(*) „ 
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и так как предел постоянной величины равен ей самой, то 


т. е. 


/(х±»)-/(х) п 
А ’ 

/(х) = 0. 


Нт 

л-+ о Л 


Следовательно: 

Производная постоянной величины равна нулю. 

Пользуясь обозначением Коши, это можно записать так: 


ОС = 0. 


По способу Лагранжа это запишется так: 

(С)' = 0 . 


Рассмотрим геометрическое значение этой теоремы. 

Пусть мы имеем кривую, уравнение которой 

У=с. 

Следовательно, эта кривая есть прямая, параллельная оси X. 

Обозначим через У производную от у ; по доказанному имеем У=0„ 
Но у* есть тангенс угла наклона касательной к оси X. Следовательно, 
в нашем случае этот тангенс равен нулю. Иными словами это значит, 
что касательная параллельна оси X . Это очевидно геометрически, потому 
что касательная к прямой совпадает с самой прямой. 

Обратно, предположим, что мы имеем функцию 

.у—/(■*)> 

относительно которой известно только то, что ее производная тождест¬ 
венно равна нулю: 

у=о. 

Что можно сказать об этой функции? Пусть построена кривая, изобра¬ 
жающая эту функци о. Для всякой кривой 

Следовательно, для нашей кривой везде 

2 = 0 , 

т. е. а = 0. Это значит, что касательная во всякой точке нашей кривой 
параллельна оси X . 

Но геометрически очевидно, что только прямая, притом параллель¬ 
ная оси X , обладает тем свойством, что ее касательная везде парал¬ 
лельна оси X. Следовательно, для нашей кривой 

У = С, 

где С —некоторая постоянная. Получается 

Теорема . Производная постоянной величины равна нулю, и 
обратно — если производная функции равна нулю, то функция 
равна некоторой постоянной величине, 

о* 
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Читатель сейчас не может себе составить даже малейшего представле¬ 
ния, насколько велико значение этой теоремы. 

Мы видели, что независимое переменное можно рассматривать как 
функцию самого себя. Вычислим же производную от независимого 
переменного как функции самого себя. Пусть при всяком х тождественно 

/(*) = *. 

Следовательно, 

/(г + А) =х + 

а потому 

/(х 4- к) —Дх) 


Пусть к бесконечно умаляется. Так как предел постоянной величины 
равен ей самой, то 

1 . т Л і +^-Л 1 ) = 
л-о А 

т. е. 

/(*> = !• 

Получаем теорему: 

Производная от независимого переменного равна единице: 

У = 1. 

Каково геометрическое значение этой теоремы? Рассмотрим кривую 

у = х. (1) 

Касательная к ней наклонена к оси X под углом а, для которого 

Так как в данном случае У = 1, а потому 

\%ъ=\. 

Следовательно, касательная во всех точках кривой наклонена к сси X 
под одним и тем же углом 45°. Но это очевидно, потому что кривая (1) 
есть прямая, проходящая через начало координат под углом 45°. 

§ 7. Метод непосредственного вычисления производных. 

Продцференцирозать функцию — это значит вычислить ее производ¬ 
ную. При современном состоянии науки понятие производной проникает 
во все отделы математики. Без этого понятия невозможно сделать в ней 
ни одного шага. Поэтому необходимо уметь диференцировать, т. е. 
уметь вычислять производную от всякой функции. Теоремы о пределах 
дают возможность вычислять производные от различных функций, но 
при этом приходится встречаться с одним затруднением. Чтобы найти 
производную от данной функции/(*), мы должны найти предел отношения: 

А у _Лх + Ь)—Дх) 

1х к [ } 

предполагая, что к бесконечно умаляется. Следовательно, как числитель, 
так и знаменатель отношения (1) в пределе равны нулю, а потому при 
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вычислении предела отношения (1) нельзя пользоваться теоремой о пре¬ 
деле частного. Это, впрочем, становится вполне очевидным, если мы ее 
все-таки применим. Тогда получим 


\ы * (х + к) - /{х) 

і.-иі л 
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и в правой части мы имеем неопределенное выражение. Поэтому 

чтобы найти производную, предварительно преобразовывают 
отношение 

д х +к)-/(х) 

к 


так, чтобы получить выражение, для вычисления предела которого 
можно пользоваться теоремами о пределах. 

При этом, как показывает опыт, иногда бывает очень легко пред¬ 
ставить отношение (1) в желаемой форме, иногда же встречаются почти 
непреодолимые затруднения. 

Когда для вычисления производной данной функция сначала 
составляют выражение 

Л* + *)— Дх) 

к 


и потом преобразовывают его в такое выражение, для вычисления 
предела которого можно применить теоремы о пределах, то гово¬ 
рят, что производная от данной функции вычисляется методом 
непосредственного диференцирования. 

Пусть требуется, например, вычислить производную от функции 

Дх) = ]/х. 

Имеем 

Дх + к) = /7+Ъ, 

а потому 

Дх + к)—Дх) /х 

А А 

Правая часть в пределе при А = 0 принимает вид —Преобразуем ее, 
умножая числителя и знаменателя на У х-\-Н-\-У х. Получим 

Л* 4-А) —/(*) _ 1 

А у х + ь + ух' 

Переходим теперь к пределу. Имеем 


' Ііт Ах + к) ~ /(х) = 

л-+о Ь 2^х 9 

что, пользуясь обозначением Лагранжа, можно записать так: 


/(*)= 


і 

2|/і ‘ 
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Применим этот метод к вычислению производных от элементарных 
функций. 

§ 8. Производная степенной функции. 

Выведем вспомогательное равенство. 

Пусть а и Ь —два неравных числа, т — целое положительное число 
и пусть 

$ = а т - л + а' п -Ч 4- а т ~ ? Ь 2 + ... +аЬ т ~ 2 + Ь т (1) 

Умножая обе части этого равенства сначала на а, потом на Ь % имеем 
а$ = а т а'”" 1 6+а /71 “ 2 ^ 3 а 2 Ь т ~ 2 -\~йЬ т ^ % 

Ьз = а т ~ л Ь 4- а т ~ 2 Ь 2 + а т -*Ь* +- ... ~{-аЬ т -' + Ь т . 

Вычитаем нижнюю строчку из верхней. После очевидных сокращений 
получим 

а т _/ ? т 


Сравнение этого выражения для $с (1) дает теорему: 

Если т — целое положительное число, то 

~ аОТ_1 Ч" в в| “ 2 й + а т ~*Ь г + . .. + аѴ*- 2 + 6 я *” 1 . (2) 

Перейдем теперь к вычислению производной степенной функции, 
т. е. функции х т , где показатель — постоянная величина, а основание — 
независимое переменное. 

Мы предположим сначала, что т — целое положительное число. 
Пусть 

/(*) = 

Имеем 

Л* 4- к )— /(*)_(* + Н) т — х т 

к к ( * 

Преобразуем правую часть. Для этого в равенстве (2) полагаем 
а — х + Л, Ь — х получаем 

* У~^ = (лг+А) д -і + (дг 4- И) т ~*х-\- {х + Н) т -*х>-\-. . .4-х" - *. 

Л 

Переходим к пределу, предполагая, что А бесконечно умаляется. 
Имеем 

)Чх) = х т ~' + х т ~ 2 х + хп-ъх 1 . + 

В правой части т слагаемых и каждое из них равно х т ~ 1 , а потому 

(к т )' = т (4) 

Следовательно, чтобы найти производную от степенной функции 
в случае целого положительного показателя, надо уменьшить на 
единицу показатель данной степенной функции и полученную 
таким образом новую степенную функцию помножить на первона¬ 
чальный показатель. 
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Согласно равенству (4), например, имеем 

Формулу (4) можно вывести иначе. Возьмем опять равенство (3) и 
преобразуем его правую часть по биному Ньютона. Имеем 

(х -|- Н) т = х т -\-тх т ~-Чі-\- .. . + к т , 

а потому 

/(л:4-*)-Лл:) =д ^_ 1 + "("-‘І х—ІИ-... + Н-\ 

В правой части во всякий член, кроме первого, входит Л. Перехо¬ 
дим к пределу. Так как к в пределе равно нулю, имеем 

/*(х) = тх т ~ 1 ) 

т. е. прежнее равенство 

(х т )' = мх т ~ л . 

Этот второй вывод естественнее первого, но он предполагает знание 
бинома Ньютона. Первый же вывод этого не требует. Увидим, что это 
обстоятельство заставляет предпочитать первый вывод второму. 


§ 9. Производные тригонометрических функций. 

Выведем производные от тригонометрических функций. Если 

/(лг) = зіплг ? 

/(дг-4-А)—/(*) зіп(л: + Л) — зіпл: 

к — А * 


Преобразуем правую часть. Пользуясь равенством 

, . Л . {а — Ь) (а + Ь) 
зш а — $Іп Ь = 2 зіп -—-—- соз -—-— 

получаем равенство 


25 "4 соі (*+і) 


Перепишем его в таком виде: 

/ • 1 

/(х + Н)-Дх) _Г' П 2 
Л 1 н_ 

\ 2 


Переходим к пределу, предполагая, что А бесконечно умаляется. Так 



как предел отношения синуса бесконечно умаляющейся дуги — к самой 
Н 

дуге — равен едииице: 

А 

н 

8ІП^ 

2 


то 


т. 


/'(*) = со$х, 

е. 

(зіпд:) г = соз х. 

Вычислим производную от создг. Полагая 

Дх ) = соз х , 


имеем 


Дх -|- А) — Дх) соз(л: 4- Н) — соз х 


и так как 


то 


соз а 


— сов Ь = — 2 зіп ^ ь | 8ІО 6 

/(х+»)_/м _ -(^+4). 



Переходя к пределу, находим 

/'(*)= — 8ІПХ, 


т. е. 


(соз дг) г = — зіп х. 

Чтобы вычислить производную от іцх, полагаем 

/(х)-\ е х 


и, пользуясь равенством 


\%а — \%Ь 


_ зіп(д — Ь) 

соз а соз Ь ’ 


находим 


/(лг-М) — і(х) + к\ — Ів-У __ /8іпй\ _1 

Л А \ А / соз л;-соз 

В пределе при А = 0 получаем 


соз(д: + А) 


т. е. 


/(*) = ■ 
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Наконец, чтобы вычислить производную от с%дг, полагаем 


и так как 


х X і Зіп (а —б) 

СЩ а — с ЩО — -:-:—г—, 

^ ^ зш и зіп Ь 


то 

ДхА-к) — /(х) _ сі&(х + к) — с\% х _ /8ІПЛ\ _1 

к к \ к ) зіп(*-(- 


(х к) зіп х 


Переходя к пределу при к стремящемся к нулю, получим 

1 


/*(*) = • 


т. е. 


(с^я)' = - 


5ІП 2 ДГ ’ 
1 


8ІП*Х 


Производные от тригонометрических функций по аргументу 
определяются по формулам: 

($ІП X)' яв С08 X, (ІВ Х)' = + 1 


(С08 *)' = — 5ІП X, (с*8*)’ 5 


соз'х 
1 


8ІП* X 


Эти выражения производных необходимо запомнить. 


§ 10. Производная логарифмической функции. 

Логарифмической функцией называется всякая функция вида 

Іо е е и, (1> 

где а — переменное и где индекс с указывает на то основание, по ко¬ 
торому берется логарифм. Это основание может быть любым положи¬ 
тельным числом, не равным единице. 

Так как существуют только логарифмы положительных чисел, то 
в выражении (1) переменное может принимать только положительные- 
значения. Поэтому, чтобы не исключать возможности для и иметь и 
отрицательные значения, мы будем всегда рассматривать не логарнфмі 
переменной величины, а логарифм ее модуля, т. е. будем рассматривать 
не Іов^ц, а 

1ов>|. 

Та переменная величина, от модуля которой берется логарифм,, 
называется аргументом логарифмической функции. 

Этот аргумент может быть независимым переменным или функцией^ 
Так, например, если х — независимое переменное, то аргумент функций 

ІовзН. І0 еѵг 1*1 
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'«есть независимое переменное, а аргумент функции 

І02з |3* 2 —7*+П| 

есть тоже функция. 

Пусть с — положительное число, не равное единице, х — независи¬ 
мое переменное. Вычислим производную от функции 

/{х) = \о% с \х\. 

.Имеем 

Л*+Л) — А х ) _іо&І*-М| — 

А А 

и так как 

Іое а — 1о& Ь = 1о§ ~, 
то 

/(* -I- А) ~Дх) 

к 

Введем вспомогательную величину а, полагая 

к 

— = а, к = ах. 
х 

Очевидно, что если А—>0, то и а—>-0. Из (2) имеем, вводя а вместо А: 

/(*+*)— /(*) Іое с |1 -+-ДI _ " д~ ІОе * 1 1 д 1 

А ах л 

Преобразуя правую часть по формуле 

т 1о^ с N = Іо^. іѴ 71 , 

получим 

/(х + *)-/Г*) _ + а I ; 

А X 

Пусть теперь А —>- 0. В таком случае и а —> 0. Переходя к пределу и 
зная, что предел логарифма равен логарифму предела, найдем, что 

/'(*)= 11ов в (И«п|1+в| «). 

Полагаем —. Когда я—>0, тот—>-оо, а потому 
т 

Ит |1 -(-а| 7 =Ит (і+-М =е, (3) 

і —И) т-нэо \ / 

где г — неперово основание логарифмов. Окончательно имеем 

/(*) = ^ Іо ес*. 



26 



и так как 


/(*)= І 08 ,|л: |, то 

(108,|*|) , = 1 °^Л (4, 


и мы вычислили производную от логарифмической функции. Но чтобы 
иметь возможность довести вычисления до конца, мы предварительно дол¬ 
жны были ввести понятие о числе е. Как мы видели (часть первая, стр. 169), 

е = 2,7128.. . 


В равенстве (3) за основание с может быть взято любое положитель¬ 
ное число. Естественно посмотреть, что даст это равенство, если в нем 
принять с = 0 . Получим 


(108,1*1/ 


]о&е 

X 


Но логарифм основания равен единице, а потому 

(І08.І*І/ = -7* 


(5) 


Сравнивая (4) и (5), мы заключаем, что из всех логарифмических функ¬ 
ций простейшую производную имеют логарифмы по основанию е . Это 
служит одной из причин того, что 

в настоящее время при всех теоретических исследованиях ло¬ 
гарифмы рассматривают исключительно по неперову основанию е. 

Логарифмы по неперову основанию называются или неперовыми 
логарифмами, или натуральными, или, наконец, гиперболическими. 

Последнее название им дают потому, что площадь некоторой фи¬ 
гуры, в число границ которой входит часть гиперболы, точно равна 
( см - „Введение в анализ - , гл. XIV). 

Несколько печально обстоит дело с обозначением натуральных ло¬ 
гарифмов. В различных математических книгах можно встретить самые 
разнообразные способы их обозначения. Так, часто натуральные лога¬ 
рифмы обозначают просто символом 

ІВМ 

подразумевая основание е . Всякое другое основание (не исключая и 10) 
должно быть указано. Иногда, вместо 1^ пишут так: 

Іо§ N или Ьо§ N. 


Но часто обозначают натуральные (по-латыни па*ига!і$) логарифмы так: 


или короче так: 


паі. N. 
1п/Ѵ. 


Согласно принятому у нас стандарту логарифм при основании 10 
(десятичные логарифмы) обозначается так: 

1? N. 

Логарифм, взятый при любом другом основании с, обозначается так: 
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Натуральные логарифмы согласно тому же стандарту должны обозна¬ 
чаться так: 

ІпЛЛ 

Такое обозначение и будет применяться в этой книге. 

Согласно этому обозначению равенство (5) мы будем писать в та¬ 
кой форме: 

[Іп|*|]' = 1. 

Его необходимо запомнить. Помнить же равенство (4) нет необходи¬ 
мости. 


§ 11. Производная показательной функции. 

Показательной функцией называется всякая степень, основание ко¬ 
торой — постоянная величина, показатель же — переменная. Следовательно* 
общий тип показательной функции такой: 

где а — постоянное, и — переменное. Примерами показательных функ¬ 
ций одного переменного могут служить функции: 

2«, 3*’, (/2)'. (рУ • 

Как известно, для того чтобы показатель мог принимать любые зна¬ 
чения, как рациональные, так и иррациональные, в области действитель¬ 
ных чисел необходимо, чтобы основание степени обязательно было по¬ 
ложительно. 

Основание показательной функции всегда должно быть поло¬ 
жительным. При этом значение самой функции а и тоже всегда по¬ 
ложительно. 

Показатель и показательной функции называется ее аргументом. Этот 
аргумент может быть независимым переменным или его функцией. Так* 
например, если х — независимое переменное, то аргументом функций 



служит само независимое переменное; но аргумент показательной функ¬ 
ции 

2 X 

уже в свою очередь функция. 

Отличие показательной функции а и от степенной 


в том, что в степенной функции основание переменное, показатель же 
постоянное. 

Вычислим производную от функции 

/(*)=**. 
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( 1 ) 


где х — независимое переменное. Имеем 

?(х -+ к) — /(х) а х+н — а х а н —1 

к - = -А- = аХ —Т~ 

Вводим вспомогательную величину а , полагая 

а н — 1 = я. (2) 

Ясно, что если к —► (), то и а-»-0, потому что 

Ііт а = Ііт (а Л — 1) = а° — 1=0. 
н ->о н-*о 

Из (2) имеем 

а н = 1 + а» Л а = 1п (1 + я), к = — - } ^ , 

Іпа 



ІПолагая а — е у имеем 


(а х )' = а х 1па. 
(е х )' = е х . 


Теорема . Производные по аргументу от показательной функ¬ 
ции определяются равенствами: 

(а* У = а х 1п а, ( е х У— е х . 

'Простота второго равенства служит причиной того, что в теории почти 
^исключительно рассматриваются показательные функции при основании 
е. Функция ь х обладает тем замечательным свойством, что она равна 
‘своей производной. 


§ 12. Производная функции в данной точке. 

До сих пор, чтобы найти производную функции /(х), мы искали 
діредел отношения 

/(* + к)— Пх) 

тіри к стремящемся к нулю. При этом при вычислении предела мы пред¬ 
полагали, что меняется только А. Что касается аргумента х, то мы пред¬ 
полагали, что он имеет какое-нибудь одно из возможных для него зна¬ 
чений, притом безразлично какое. Благодаря этому, вычислив предел 
отношения (1), мы получали выражение производной для всякого зна¬ 
чения аргумента. Но вместо того, чтобы искать значение производной 
для любого значения аргумента, мы могли бы искать ее значение только 
~для некоторого вполне определенного значения, например для х = 5 
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или для х = 7. Очевидно, что если требуется найти значение производ¬ 
ной только для некоторого значения аргумента, например для значения, 
равного с , то мы должны искать предел отношения (1) не при произ¬ 
вольном л:, а при х = с. Поэтому получаем 

Правило . Чтобы найти значение производной от непрерывной 
функции /( х ) в точке с, т. е. при х — с , надо найти предел отно¬ 
шения 

Нс+Л)-№ (2) 

н 


при к бесконечно умаляющемся. 

Легко видеть, что часто очень легко найти значение производной в 
какой-нибудь данной точке, в то время как найти общее выражение 
производной может представлять значительные затруднения. Пусть, на¬ 
пример, 

/(*) = (*_ 2)5іп(*3-[_Зл). (3) 

Чтобы найти общее выражение производной, мы должны найти предел 
отношения 

/(*-М)—/(■*•) _ 

к 

_ (х + к — 2)5Іп[(*-^-А) 3 — 3(лг-{-А)] — (к— 2)8іп(л: 3 + Зл) 

- * (4) 


что, очевидно, не так легко*). Но если мы пожелаем найти значение- 
производной только в точке х = 2 , то, полагая в (4) х=2, легко по¬ 
лучаем 


/(2 + А )-/( 2 ) 
п 


= зт[(2 + А)3 + 3<2 + к)); 


Нт 

л-»о 


/(2 х Н) -/(2) 

к 


= 5ІП (23 + 6), 


и, следовательно, 

/(2) = 5іл (14), 


В результате, не зная общего выражения производной от функции (4)> 
мы нашли ее значение в точке х = 2. 


§ 13. Бесконечно-малое приращение функции. 

Мы установили понятие производной и вычислили ее от целого ряда» 
функций. Но прежде чем итти дальше, мы должны ввести очень важное 
понятие диференциала. Для этого предварительно рассмотрим более глу¬ 
боко связь, существующую между производной и бесконечно-малым 
приращением функций **). 

*) В следующей главе мы увидим, как можно очень просто вычислить произ¬ 
водную от функции (3). 

41 *) Бесконечно-малой величиной мы назвали вспомогательную переменную 
величину, относительно которой предполагается, что она в течение всего рассу¬ 
ждения имеет какое-нибудь одно из возможных для нее значений и что она только 
в окончательной формуле будет бесконечно умаляться. Можно поэтому также 
сказать, что бесконечно-малое есть одно из значений бесконечно умаляющейся 
величины (см. часть I, гл. XVIII). 
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Пусть 


у=т 


— непрерывная функция. Рассмотрим отношение 

Ду 

&х' 


О) 


предел которого, если \х бесконечно умаляется, равен производной 


Нт ^ =/(*)• 


( 2 ) 


Но пусть Длг не бесконечно умаляется. Будем просто мыслить, что 
имеет какое-нибудь произвольно данное ему значение. Тогда отноше¬ 
ние (1) тоже будет иметь некоторое значение, вообще не равное /(*). 
Пусть 




-/(*) = 


8. 


(3) 


Давая приращению Д* различные значения, мы будем получать различ¬ 
ные значения и для Ду, а потому и для 8. Если же мы заставим Дл 
бесконечно умаляться, то е становится разностью между переменной вг- 

Ду 

личиной —- и ее пределом /(*), а потому в этом случае е тоже беско- 

иХ 

нечно умаляется. 

Из (3) имеем 

±у=/’(х)\х-{-е\х. (4) 

Мы видим, что приращение функции разложилось на два слагаемых, при¬ 
чем е бесконечно умаляегся, если Дд: умаляется. 

Обозначим в (4) первое слагаемое через я, второе — через 0: 

д=/ г (лг)Длг, р = бДдг. 

Хотя оба эти слагаемые одновременно умаляются, однако легко видеть,, 
что быстрота их умаления не одна и та же. Действительно, имеем 

1_ і_ 

а ~ Г(х)' 

и так как г бесконечно умаляется, то 

Нш — = 0. 
а 

Следовательно, в равенстве (4) порядок второго слагаемого выше порядка 
первого, а потому оно быстрее умаляется, чем первое. Поэтому в раз¬ 
ложении (4) первое слагаемое играет более значительную роль. Оно. 
есть так называемая главная часть приращения функции. Получается 
Теорема Лагранжа о бесконечно-малом приращении функции . 
Приращение непрерывной функции у=/(х) может быть предста¬ 
влено в форме 


=/'(*)**+ еД*, 
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где при Дл; бесконечно умаляющемся а тоже бесконечно умаляется, 
а потому порядок второго слагаемого выше порядка первого и, 
следовательно, первое слагаемое есть главная часть приращения 
функции. 

Заметим, что сила теоремы не в том, что мы имеем равенство (4), 
Г д е з — некоторая величина. Вывести это равенство нетрудно. Сила 
теоремы в том, что если Да: бесконечно умаляется, то г тоже беско¬ 
нечно умаляется, а потому первое слагаемое 

/(х)\х (5) 

• 

есть главная часть приращения функции. Но когда мы относительно вы¬ 
ражения (5) утверждаем, что оно является главной частью приращения 
функции, то мы предполагаем, что Дат, а потому и а бесконечно ума¬ 
ляются. Однако мы можем рассматривать выражение (5) и не считая в 
нем 1х бесконечно умаляющимся, а только мысля, что Дл; просто имеет 
в нем некоторое произвольно взятое значение, т. е. можем рассматри¬ 
вать выражение (5) самостоятельно, вне связи с приращением функции. 
Это нас приводит к понятию диференциала. 

§ 14. Диференциал функции. 

Определение . Диференциалом непрерывной функции называется 
произведение производной функции на приращение независимого 
переменного. 

Следовательно, произведение 

/(х)Лх 

есть диференциал функции /(*). 

Понятие о диференциале введено Лейбницем. Им же было предло¬ 
жено и обозначение, принятое в настоящее время. 

Диференциал функции обозначают, ставя французское Л пе¬ 
ред той функцией, диференциал которой рассматривается. 

Следовательно, диференциал функции у=/(х) обозначится любым 
из выражений 

№). Лу. 

Вместо того чтобы читать эти выражения так: „диференциал от /( х ), 
диференциал от у *, их обыкновенно читают так: „дэ от эф в , „дэ от 
игрек*, или короче так: „дэ эф“, „дэ игрек"*). 

Согласно определению и обозначению диференциала имеем основное 
равенство 

ду=/(х) Дл*. (1) 

В правой части этого равенства мы видим две величины: само неза¬ 
висимое переменное х и его приращение 1х. Обе эти величины пере¬ 
менные потому, что каждой из них, как дг, так и Да:, мы можем произ¬ 
вольно давать различные значения. Следовательно, 

*) Диференциал по-французски (Шегепгіеііе. Отсюда обозначение. Надо осте¬ 
регаться вместо прямого французского й писать круглое рѵсское <?, потому что 
круглое д имеет в анализе свое самостоятельное значение. От термина „дифе- 
рецциал" произошло и название „диференциальное исчисление". Что же касается 
самого слова „(Шёгепііеііе", то его корень тот же. что и латинского слова сШІе- 
гепііа (разность). 
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диференциал функции есть функция двух независимых перемен¬ 
ных: самого независимого переменного и его приращения. 

Мы раньше вывели равенство 

Ду /*(х)\х + еД х. 

Теперь мы можем переписать его в такой форме: 

Ду= йу + аД*, 

а также можем сказать, что если приращение независимого переменного 
бесконечно умаляется , то диференциал функции является главной 
частью приращения функции . 

Но надо остерегаться считать Дл; в равенстве (1) обязательно бес¬ 
конечно умаляющимся. В общем случае Ддг есть просто переменная ве¬ 
личина, могущая иметь любое значение. 

Диференциал отличается от производной только ьіножнтелем: 

а у -=1\х)Ьх. 

Присутствие этого множителя, конечно, делает выражение диференциала не¬ 
сколько более сложным, чем выражение производной. Поэтому естественно является 
вопрос: какую же пользу можно извлечь из понятия диференциала? Ведь услож¬ 
няя выражение производной множителем, мы все-таки получаем выражение, по 
своим свойствам мало отличающееся от выражения производной. Ответить на 
этот вопрос в начале анализа несколько трудно, потому чю ценность понятия 
о диференциале становится ясной только из его применения в геометрии, ме¬ 
ханике и физике. Можно только указать, что эта его ц нность стоит в тесной 
связи с тем, что он является главной частью приращения функции. Что же ка¬ 
сается самого диференциального исчисления, то для него понятие диференциала 
не имеет существенного значения, и оно само по себе могло бы обойтись и без 
этого понятия. Тем не менее, приходится с ним знакомиться при самом начале 
изучения анализа, потому что, благодаря историческим условиям, очень многие 
символы, которыми пользуется анализ, составлены с помощью знака диферен¬ 
циала, а потому и могут быть поняты только тогда, когда введено понятие о ди¬ 
ференциале. Так, например, мы увидим, что хотя понятие о диференциале опи¬ 
рается на понятие о производной, зато обозначение производной очень часто 
принимает более удобную форму, если пользоваться символом диференциала. 

§ 15. Основные свойства диференциала. 

По определению диференциала равенство 

Щх)=/(х)Ьх (1) 

имеет место для всякой функции. Примем в нем /(ж) = х. Тогда/(дг)= 1, 
и равенство (1) обращается в равенство 

йх = Ддг. (2) 

Разумея теперь под /(*) опять какую угодно функцию, мы в равенстве (1). 

на основании (2) можем заменить Ьх через йх. Получаем равенство 

<ІГ{х)=/(х)ах, (3) 

откуда следует, что 

В равенствах (2), (3) и (4) выражаются основные свойства диферен¬ 
циала. Получается 
3 


Диференциальное исчисление. 
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Теорема . Диференциал независимого переменного есть не что 
иное, как произвольное приращение его: 

йх = Ах. 


Диференциал функции равен произведению производной функции 
на диференциал независимого переменного: 

а/(х )=/(*) ах. 


Производная функции равна отношению диференциала функции 
к диференциалу независимого переменного: 


/(х) = 


<*/(*) 

йх 


Вследствие этой теоремы вместо равенства 

*Дх) =/(х) Ьх 

пишут обычно равенство 

• а/{х)=Г(х)ах, 

а также приращение независимого переменного х< вместо символа Ал 
часто обозначают символом йх , а потому, например, вместо равенства 

Д/(х) =/(х + Длг) — Дх) 

пишут 

Ь/(х) =Дх + ах) - Дх). 

Эта теорема естественно приводит к новому обозначению производных. 


§ 16. Обозначение производных Лейбницем. 

Обозначение Лагранжа, как показывает опыт, чрезвычайно удобно 
при теоретических исследованиях. Но оно не очень удобно при вычис¬ 
лениях с функциями, фактически данными математическими выражениями, 
когда, напротив, чрезвычайно целесообразным оказывается обозначение 
Лейбница, Принцип этого обозначения прямо вытекает из теоремы, 
только что доказанной. Так как отношение 

а/(х) 

йх 

равно как раз производной функции, то 

на всякое выражение 

#(Х) 

, йх 

мы можем по желанию смотреть или как на отношение диферен¬ 
циала фупкцни к диференциалу независимого переменного, или как 
на символ ироизводной. 

„ йЦх) 

Когда на выражение - - смотрят не как на отношение, а только 

как на обоавачение производной, то в таком случае на все это выраже¬ 
ние уже смотрят, как на такой символ, отдельные части которого не 
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имеют самостоятельного смысла, и вместо того чтобы писать 


очень часто пишут так: 


Здесь уже на символ 


Щх) 

йх ’ 



а 

йх 


надо смотреть, как на символ, заменяющий слово „производная*. Такое 
обозначение производной мы будем называть обозначением Лейбница. 

Следовательно, если нам дана функция у=/(х), то ее производная 
по Лагранжу обозначится одним из следующих символов: 


у\ /(*). 

а по Лейбницу или так: 

Ау Щх) 

йх' йх ' 


или так: 


Производная, например, от 




1Ц-х 
1 — * 


обозначится или как отношение диференциалов так: 


или лучше так: 



А М +* \ 

йх\1 — х) ' 


что обычно читается так: „де по де икс от 

С этого момента читателю рекомендуется преимущественно пользо¬ 
ваться обозначением Лейбница, а не Лагранжа, а потому вместо [того, 
чтобы, например, писать 

(соз х) г — — зіп х , (е*) 1 = е*, (1п хУ =^, 


пишут 


^созл; 

йх 


зіп х % 


йе* _ йіпх _ 

йх ' йх х ' 


§ 17. Геометрическое значение днференциала. 

Диференциал функции имеет простое геометрическое значение. 
Построим кривую, изображающую данную функцию у=/(х), и 
пусть М — произвольно взятая точка на этой кривой (черт. 4). Проведем 
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в точке М касательную» угол наклона которой к оси X обозначим, 
как всегла, через а. Мы знаем, что 

а =/'(*). 

Дадим х некоторое произвольное приращение Дх, которое пусть 
изобразится отрезком РЙ. Перпендикуляр к оси АТ в точке Р г пусть 
пересекает кривую и касательную соответственно в точках Ж' и АЛ. 

Наконец, проведем прямую МС ? 
пэраллетьно оси X . В точке М 
кривая и касательная имеют одну и 
ту же ординату. Но когда х получает 
приращение Дхг, то ордината кривой 
получает приращение, изображаю¬ 
щееся отрезком ^/И';вто же время 
ордината касательной получает при¬ 
ращение, изображающееся отрез¬ 
ком фЛ/'. 

Длина отрезка фЖ' есть не что 
иное, как приращение функции: 

<?М' = А у. 

Черт. 4. Посмотрим, чему равна длина 

отрезка фѴ'. Из прямоугольного 
треугольника замечая, что угс* (}М№ равен а, мы заключаем, что 

= 1%а±х. 

Но *бЗ=/(х), а потому 

<2ЛГ =/(х)Дх. 

В правой части этого равенства мы имеем как раз диференциал функции. 
Следовательно, 

дЫ І =йу ч 

и мы получаем теорему: 

Приращение функции геометрически изображается приращением 
ординаты кривой: 

Ду= ЯМ 1 ; 

диференциал функции геометрически изображается приращением 
ординаты касательной: 

ау=()№. 

§ 18. Геометрическое изображение разложения приращения 

функции. 

Связь между приращением функции, ее производной и диференциалом можно 
довольно наглядно изобразить так. Вспомним из три онометрии, что если мы 
опишем окружность радиусом, равным единице, и в точке А проведем перпен¬ 
дикуляр к радиусу ОД то вектор АВ изображает тангенс угла <о (черт. 5). 
Сохраняя прежние обозначения (черт. 6), обозначим через а угол наклона каса¬ 
тельной, а через р—угол наклона секущей, тогда 

«=Я*)=/. <2 ?=• 
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Чтобы изобразить геометрически тангенсы углов } и а, описываем вокруг 
М окружность радиусом МК равным единице (на чертеже ее нет); проводим 
горизонтальный радиус МК и в точке К восставляем к нему перпендикуляр, 
который секущей ЛШ Г н касательной МЫ пусть пересекается в точках О и Н. 
Тогда пектор КО изобразит ?» а вектор КН изобразит и, следовательно 

ка = ^'Ш=№ 

•=^-Л*) = яо. 


Из чертежа ясно, что когда А* бесконечно умаляется н точка Лі' бесконечно 
приближается к М, то точка О приближается к Я, а потому 6 бесконечно умаля¬ 
ется, и если ±х достаточно мало, то с тоже достаточно мало. В то же время 
ясно, что 

О'Ы = а = (\х)Хх, 


в то время как 
а потому 


В 



(?'М Г = Ду, 
№И' = вД*. 



Черт. 5. Черт. 6. 

Пусть только читатель вообразит, что точка М' очень близка к Лі, и тогда стано¬ 
вится очевидным, что отрезок ()'Ы с большим приближением равен отрезку () 9 М $ , 
т. е. что приближенно 

Ьу=/'(х)±х. 


Рассмотрим пример. Если у — х*> то 

Дз/ = (л: 4- Ддг)а — *з===ЗлА1ѵ + 3*Дл* + Д*з, 

а потому 

1у = ЗлгвДд: -(- Е±х, 
где 

е = %х\х -)- Лх*. 

Ясно, что в бесконечно умаляется одновременно с А* и что при очень малом 
Ад: приближенно 

Ду = Здг 2 Лдг. 


§ 19. Заключение. 

/. Определение . Производной непрерывной функции называется 
предел отношения бесконечно умаляющегося приращения функции 
к бесконечно умаляющемуся приращению независимого перемен¬ 
ного. 
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Теоремы. 

1) Производные равных функций равны. 

2) Производная постоянного равна нулю. 

3) Производная независимого переменного равна единице. 

2. Определение . Диференциалом функции называется произ¬ 
ведение производной функции на приращение независимого 
переменного: 

а/{х) =/'(х)1х. 

Днференцнал функции естЦфункция двух переменных: независимого 
и его приращения. 

3. Теорема. Днференцнал независимого переменного равен 
приращению независимого переменного: 

йх =Дл\ 


Днференцнал функции равен произведению производной на 
днференцнал независимого переменного: 

а/(х)=/'(х)Ох, йу=у'&х. 

Производная равна отношению дифереициала функции к дифе- 
ренциалу независимого переменного: 

Г(х) = а Ш 

„ ах ' у ~ах' 

4. Производные от элементарных функций определяются по следую¬ 
щим формулам: 


2 ) 


ах” 

тх т ~ 1 , 


йъіпх 


ах 

5) 

йх 

СОЗ X, 

а іп |лг) 

1 

6) 

^СОЗ X 

■ — $ІП X, 

йх 

лг ’ 

йх 


йе* 

. і іа х 

4) -— = а х \па, 
йх 


7 ) 


ах 


8)^=. 


соз 2 * 1 

1 


йх 


зіп 2 * 
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ГЛАВА 


ВТОРАЯ 


ОБЩИЕ ТЕОРЕМЫ О ДИФЕРЕНЦИРОВАНИИ. 

Метод непосредственного вычисления производных не только утоми¬ 
телен. Очевидно, что при несколько сложной структуре функции мы 
просто не будем в состоянии довести вычислений до конца. Поэтому 
приобретают большое значение теоремы, благодаря которым можно 
установить ряд правил, дающих возможность вычислить производную 
любой функции. К выводу этих теорем мы и перейдем. 

§ 20. Производная от произведения функции на постоянное. 

Если мы функцию помножим на постоянную величину, то получим 
новую функцию. Так, например, умножая функцию 

З* 5 — 4-ЛГ+ 1 

4 


на 4, мы получим новую функцию: 

12л: 5 — 7л; + 4. 

Пусть же вообще нам дана какая-нибудь непрерывная функция /( х ). 
Умножая ее на некоторую постоянную величину С, получим новую 
функцию 

С/(х). 


Обозначим ее через Р{х) и вычислим ее производную. Имеем 

Р(х) = С/(лг), 

при всяком х , а потому 

/Ч* + А)=-СД* + А), 

Р(х Ч- А) — Р(х) _„ /(д? + *)-/(*) 

А ° А * 

Хіт пх±щ-Ріх)_ 

Л->0 л А—>0 Л 

Р{х)-=С/( х). 

Заменяя Цх) через /(л:), получаем 


асдх)_ (УМ 

ах их ’ 


( 1 ) 


что дает теорему: 

Производная от произведения данной функции на постоянную 
величину равняется произведению постоянной величины на произ¬ 
водную данной функции. 
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Умножив обе части (1) на йх, получим 

аС/(х) = Сі/(х), (2) 

что дает теорему: 

Диференциал от произведения функции на постоянную величину 
равен произведению диференциала функции на эту постоянную 
величину. 

Короче эти теоремы можно формулировать так: 

Постоянный множитель можно выносить как за символ произ¬ 
водной, так и за символ диференциала. 

Согласно этой теореме, имеем, например, 


ііх*\ а І 1 Л 1 іх* 4х 3 2 , 
</х\ 6 / </х\ 6*/ 6 йх 6 3 * ’ 

аі Ш|л| \ .1 

іх\ 7 } 7х' 


І5С05Х 


= — 5 5Іп х; 


§ 21. Производная алгебраической суммы. 

Пусть и, ѵ, ..., и> — функции х, н пусть у — сумма их: 

у = и-Л^ѵ + ...±и>. ( 1 ) 

Очевидно, что у — тоже функция х. Вычислим производную оту. Когда 
х получает некоторое приращение Ах, то каждая из функций у, и, ѵ , ..., те 
тоже получает некоторое свое приращение. Эти приращения, как 
всегда, обозначим через \ѵ, А и, Ду, ..., А іа. Следовательно, новые 
значения функций будут соответственно равны у -4- Ду, и 4- Ди, ѵ Дѵ, ..., 
ф-|_д Ф| а потому одновременно с (1) будем иметь равенство 

у 4- Ду = (а -(- Ди) ± (ѵ -(- ± ••• =Ь + А 1 ®)* (2) 

Вычитая из этого равенства равенство (1), получаем: 

Д у = Ды -I-Дѵ-4- Д-го. (3) 

Деление на Ах дает 

Ду Ди Ду , Атеі 

Дх Дх ~ Дх ~ Дх * 


Переходим к пределу, предполагая, что Дх бесконечно 
Так как предел суммы равен сумме пределов слагаемых, то 


т. е. 


., Ду Ди Дѵ , Дш 
Нш = Ііт - —I- 11 т .—К ... + 1 іт -— , 
Дх Дх Дх - Дх 


іу іи аѵ іыі 

іх йх йх "■ іх ' 


умаляется. 


Умножая обе части на іх, получаем 

Іу = Іи 4 ; ІѴ ; 4 ; ... + І ѴО. 

Заменяя іу его значением, имеем теорему: 

Производная суммы равна сумме производных слагаемых: 

йх — іх ± Тх ± "' ± іх' 
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Диференциал суммы равен сумме диференциалов слагаемыхг 
Д(и + ѵ+ . г + і ш) = йи + Аѵ + ... + <йр. 


Эта теорема дает возможность вычислить производную от всякого 
многочлена. Например, если 


у = 4* 5 —3**4- 7, 


то 


, а 4х 3 А(3х 2 ) , А7 пл А „ 

у ' = —'-^—+-т- = 20л: 4 - 6л:. 

Ах Ах; 1 Ах 


Так же легко найдем, что, например, 
А_/л 5 


Ах\ 5 


+Зсо$х 


— 7е ж -[- 81 =х* — 


Ззіплс — 7е х . 


§ 22. Производная от произведения двух сомножителей. 


Если и и ѵ — функции х, то произведение их даст новую функцию. 
Пусть 


у = иѵ. 


(1) 


Вычислим производную от у. Так как у, и и ѵ одновременно обраща¬ 
ются в у-(- Л у, и Ди, ѵ Аѵ, то 

у 4- Д.у = (и 4" Ди) ( ѵ + Д®) =иѵ-\- Аиѵ иАѵ -}- АиАѵ. 


Вычитая из этого равенства равенство (1), получим: 

Д у = ѵАи + иАѵ АиАѵ. 

Разделив на Ах, имеем: 

Д у Дм і Дг> , . / До \ 

д^ =, ’^ + “іг+ і “Ы- 

Переход к пределу дает нам: 

Ііт ^ = г» Ііт ^ + « Пт ^ + (Ит Ди) («и 


т. е. 


йи . йѵ . Л йѵ 


йу йи , йѵ 

йх йх^ йх 


( 2 ). 


( 3 )' 


Умножая на йх, находим 

йу = ѵйи -(- ийѵ. (4 }• 

Заменяя в (3) и (4) у через иѵ, получаем теорему: 

Производная произведения равна произведению производной 
первого сомножителя на второй сомножитель, сложенному с 

4Т 



произведением первого сомножителя на производную второго со¬ 
множителя: 

Л(иѵ) Ли . Лѵ 
— - = ѵ— + и^~. 

Лх Лх 1 Лх 

Диференциал произведения равен произведению диференциала 
первого сомножителя на второй сомножитель, сложенному с произ¬ 
ведением диференциала второго сомножителя на первый: 

Лиѵ — ийѵ + ѵЛи. 

Так, например: 

^ (5** - З* 2 ) ■ (7*з 4- 8) = (5** - 3*3) + 

4_ (7*»4 8) ^ (5ДГ *~ 3 * 2) = (б* 4 — З* 2 ) • 21* 2 + (7*з -(- 8) (20*з — 6*) = 
= 246*® — 105** + 160*з — 48*. 

Замечание. При переходе от равенства (1) к (2) последний член 
надо писать так, как он написан. Если его написать так: 

ДиДх; 

~Д ~ 9 


то мы будем лишены возможности заключить, что предел его равен 
нулю. 

Задачи . Показать, что 


1) 


Л(х 2 со5л:) 
Лх 


: х (2 СОѢХ — агзіпдг); 


2) — [(. X* — бдг) С05Х— 3(х 2 + 2) 5ІП X У2 ] = X 8 5ІП X. 

ах 


§ 23. Производная от произведения нескольких сомножителей. 

Мы установили правило для вычисления производной от произведе¬ 
ния двух сомножителей. Если и и ѵ — две функции, то, обозначая 
производные акцентом (штрихом), мы имеем равенство 

(иѵ) 1 = и!ѵ иѵ ! . (1) 

Нетрудно, опираясь на эту формулу, вывести правило для вычисления 
производной от произведения любого числа сомножителей. 

Пусть и ѵ и 2 , // 3? . • и п —данные функции и пусть .у —их произ¬ 
ведение: 

у = и г и 2 и 3 ...и п . 

Чтобы вычислить производную от у , мы представляем правую часть как 
произведение только двух сомножителей: 

■У=«і( И 2 И Э •••“«)• 

Рассматривая выражение в скобках как один множитель и применяя фор. 
мулу (1), имеем 

У -- «і («*Из ( и я и з ■ • • и пУ- (2) 
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Во втором слагаемом стоит производная от (п — 1) сомножителей. 
Поступаем точно так же. Пишем 

и 2 и 3 и 4 ...и я = и й (и а и 4 .. .и п ), 

а потому 

(и 2 и 8 и 4 ... и я У = и' 2 {а 3 и А + и 2 (а 8 а 4 ... н„)\ 

Теперь из (2) имеем 

У - ц;« 2 и 3 ... и п 4- « а «' 2 и 3 «4 •••«. + «/“г (°з«4 • • • 

С производной в последнем слагаемом поступаем точно так же. Вообще 
нетрудно видеть, что имеем равенство *): 


( «1« 2 «3 • 




=«;и 2 и 8 и 4 ., 

' • и п-1 и п 4- 

«іК м з и 4-- 


4- 

^1^2(^3^4 * ’ 

• и п-1 а пУ 

+ « 1 И 2 "з Ц 4-- 

• И я-1 а я + 

а 1 и і и ІІ и 4 и Ь 



• ■ • • • 

и 1 и 2 и з и 4 ( и Ь 

• и пУ 

. • 

*+■ и 1 и 2 и З и * • 

• • и я + 

л -1 * 1 

• ■ • . • 

«|«2 И 3“4-- 

•«я-іКѴ 

+ «А"3 Ц 4 • 

••"и-!"* 




Это равенство дает следующую теорему: 

Чтобы получить производную от произведения нескольких со¬ 
множителей, надо производную каждого сомножителя помножить 
на все остальные сомножители и взять сумму всех полученных 
таким образом произведений. 

Например, имеем 

а 

— ( X 8 5ІП X СОЗ X) = Зх 2 5ІП X СОЗ X 4“ * 3 СОЗ X СОЗ X х г ЗІП X ( — 8ІП лг) ав 

з 

= — д: 2 -зіп 2х — л 8 со$ 2лг. 

в 

§ 24. Производная от степенной функции. 

Мы нашли, что если х — независимое, то 

йх т _ . 

—— = тх т — 1 
сіх 

при целом и положительном показателе. 

Но возвести в степень можно не только независимое переменное, но и 
любую функцию его. Вообще степенной функцией называется всякая 
функция вида 

и т % 

*) Сначала пишем, что ... и п ) равно первой строке. Затем член» стоя¬ 

щий в первой строке справа от черты, заменяем второй строкой; второй член 
второй строки заменяем третьей строкой. Вообще постепенно каждый член, стоя¬ 
щий вправо от черты, заменяем следующей за ним строкой. В результате оста¬ 
ются только члены слева от черты. 
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где т — постоянное, и — переменное. Таковы, например, функции: 
( 3 * 2 _5*-[-7)3, (зіпд:+ 1 )-Ъ, (х со*х + 1%х)- 10 


и т. д. 
Пусть 


У = и т , 


( 1 > 


где и — функция х. Вычислим производную от у , предполагая пока 
показатель целым и положительным. Имеем 

у = и>и-и ...ли, 

где в правой части т сомножителей. По теореме о производной от 
произведения имеем 

У= и'-и-и . .. и*и -\- 

и •и 1 -м . .. и-и-\- 
-\-и»и»и 9 ... а-и-1- 


-\-и.'и*и ... и '* й 4 - 
-\-и*и-и ... а*а г . 


В правой части т слагаемых и каждое из них равно а потому 

у* = ти т ~ л и!. 


Заменяя у через а, получаем теорему: 
Если и — функция х, то 


йа т 

йх 


= ти т - г 


йи 

Ох' 


( 2 ) 


Рекомендуется читателю формулировать самому это равенство словесно. 
Примеры . Имеем: 

^-адг-Ы). Л(х ъ — 3х + ■) _ 

йх ' йх 


= 4 (х» — Зх + 1 )3 (5х* — 3); 

й5Іа 8 Х „ , - ізіпх „ . _ 

—-— = 8 $іп 7 х —-— = 8 зіп 7 х соз х; 
йх йх 

йі%*х _ йі^х 2\&х 2зіп х 

йх ® йх соз а х сох 8 х 


Равенство (2) можно вывести, не прибегая к теореме о производной 
произведения, рассуждая так. Когда х получит приращение Дх, то новые 
значения для у и к будут разны у -)- Лу и а-\~ Ди, а потому 

_у-|-Ду = (ц-]-Ди) т . 

Вычитая (1), имеем 

Ду = (и -|- Ди)"* — и п , 

Ду_ (> 4- Ди) ст — и т Ди 

Ддс Дм Дх ‘ 
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Преобразуем правую часть. В равенстве 


а т — Ь т 


= а т ~ 1 -(- а т - 2 Ь + а т ‘*Ь 2 + .. . -{- аЬ т ~ 2 Ь т ~ л . 


а — Ь 

Полагаем а = и + иД, Ь = и, получим 
{и + Дм) 7 ” — и т 


Д и 


= (и +- Ди)'” _1 -(- (« -Н Д и) т ~*и + ... + (и) т ~\ 


л потому (3) дает 

^ = [( и -ЬДиГ-Ж«+Д«)' п " г «+(“+Д«) я ‘- 8 (й) і, + ..-+(«Г- , ](^) • 

Переходим к пределу. Имеем, так как Д и в пределе равно нулю: 

~ = {и т ~ 1 и т ~ і и и т ~ г и^ .. .-}-аи л, ‘ 2 -(-и т_1 )~ , 
ох их 


и окончательно получаем прежнюю формулу: 


Оу 

их 


та* 


т-і 


йи 

их 


(4) 


Пока мы предполагали, что т — целое и положительное число. Естест¬ 
венно исследовать, не будет ли это равенство справедливо и в случае 
дробного т . Пусть попрежнему 


«о пусть теперь 


у = и т . 



где* р и д — некоторые целые положительные числа. Имеем: 


у = и 


•откуда 


У* = иР. 


Напишем, что производная от левой части этого равенства равна 
производной от правой части. Так как показатели р и д — целые поло¬ 
жительные числа, то, применяя формулу (4), найдем, что 


откуда 


и так как 


дуЧ-Л 


йу 

йх 


= риР ~ ] 


йи 
Ох * 


йу р и р_1 <іи 

ах д у 4 ' 1 йх ' 


уЧ 


( Р -Р- р . 

-і = {ич ] =и я =ги 
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</у р иР-і йи _ Ли 

— = —-= ти т ~ 1 — . 

ах ц и р ~ т сіх (Іх 


Заменяя у через и т у 


видим, что равенство 


(іи т 

ах 


= ти 


т-1 


аи 

ах 


справедливо для всякого положительного показателя, как целого, так н 
дробного. 

Остается рассмотреть, не будет ли это равенство справедливо и для 
отрицательного показателя. Пусть попрежнему 

у — и т 

и пусть т = — /і, где п — положительное число. Имеем: 

1 

у и* = 1. 


Так как производная от постоянной величины равна нулю, то 

<*(У>* п ) _ п 

ах 


Применяем к левой части теорему о производной 
Имеем: 


„ Лу , аи п 
**;+*-&' 


■ 0 . 


произведения. 


Но показатель п положителен, а потому 


откуда 


ау , . 
и а -Л 4- пуи 1 
ах ' 



= 0 , 


йу пуйи и т аи ш , 4и 

-у- = -— = — п — — = , 

ах и ах и ах Ох 


т. е. прежнее равенство. Мы видим, что при всяком рациональном пока¬ 
зателе справедливо равенство: 


Например, 


ах \|/1 


ы- 


аи т т . аи 

—— = /пи т “ 1 — . 

ах ах 


і 


— (!+*») 8 =- -0+* 3 ) 

ах 2 

і 


-т - 1 


ах 

— Зл:* 

— у0+**) 
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Мы раньше доказали, что при х независимом переменном 

йхР 1 іи—і 


но доказали это только для случая, когда т — целое положительное 
число. Но теперь мы знаем, что при любом рациональном показателе 

йи т т -ійи 

-——та —, 

йх ах 

какова бы ни была функция и. Принимая в этом равенстве и = х , по* 
лучаем теорему: 

Какой бы ни был рациональный показатель, всегда 

йх т т-і 
= тх 
йх 

Мы нашли выражение производной от степенной функции при всяком 
рациональном показателе. Важно заметить, что при этом віЛоде можно 
не пользоваться биномом Ньютона. 

Пример . 

й ( 1 \ йх-' л _ 0 1 

йх \ х) йх * дс а 


й\Гх йХ* 1 


йх 2 Х 2\Г х 


§ 25. Производная частного. 

Пусть и и ѵ — две функции х. Вычислим производную от частного их. 
Имеем 

к - 

ѵ 

Применяя теорему о производной произведения, получаем: 

1 й ( и \ -йи , йѵ _1 

Но по теореме о производной степенной функции 

йѵ~ л . йѵ 

-= — ѵ~ 3 —. 

йх йх ’ 

а потому 

й ( и\ 1 йи ц йѵ 

йх \"ѵ / ѵ йх ѵ 2 йх * 

Приводя правую часть к общему знаменателю г» 2 , имеем 

йи йѵ 

й I и \ Ѵ йх и йх . (1) 

йх \ ѵ / г»* 


47 




Теорема . Чтобы вычислить производную от частного, надо 
умножить знаменатель на производную числителя, а числитель на 
производную знаменателя, затем надо из первого произведения 
вычесть второе и полученную разность разделить на квадрат зна¬ 
менателя. 

Умножим обе части равенства (1) на гіх. Тогда всякая производная 
заменится соответствующим диференциалом, и мы получим равенство: 



ѵ 


ѵйи — исіѵ 
ѵ 2 


Видим, что для вычисления диференциала от частного имеем то же пра¬ 
вило, что и для вычисления производной от частного. 

Теорему о производной от частного можем вывести, и не опираясь 
на теорему о производной степени. Пусть попрежнему и и ѵ — функции 
х и пусть 


Когда х получает приращение Ддг, то новые значения для .у, и и ѵ будут 
у + Ду, и 4 Д и, «г + Дѵ, а потому последовательно имеем 


У + *У 


и-\-Ьи 
ѵ-\- ДхГ 


и 4- Ди 

и 

ѵіи — икѵ 

ѵ-\-1ѵ 

V 

ѵ(ѵ-\-Ьѵ) 


Д ч 

Дт/ 


Ѵ Іх~ 

и Ддг 

Ддг 

ѵ(ѵ -(- Дг<) 


Переходя к пределу и замечая, что Иш Дх/ = 0, получаем прежнюю фор¬ 
мулу: 

йу _ ѵи — иѵ 1 

йх ѵ 2 


Например, 

(I /1 — х*\ (1 + * 2 )(1 — л: 2 )' — (1 — дг*)(1 + **)' 

ах\ 1+ЛгѴ (\+ Х 2 ) 2 

_ (1 + х 2 )(— 2х) — (1 — х 2 )(2х) 4х 

( 1 + Х 2) 2 — (1 + д . 2)2 * 


§ 26. Производная неявной функции. 

Предыдущие теоремы дают возможность вычислять производные от 
•всяких алгебраических функций, т. е. функций, которые получаются с 
помощью действий сложения, вычитания, умножения, деления, возвыше¬ 
ния з степень и извлечения корня. Но оказывается, что эти теоремы 
дают возможность вычислять производные и от неявных функций. 

Что такое неявная функция? 
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Положим, что мы знаем, что у — функция х, и знаем, что значения 
хи у связаны между собой так, что они удовлетворяют, например, 
уравнению 

х 3 +д/3 — 3 аху. 

Это уравнение относительно у — третьей степени. Но уравнения тре¬ 
тьей степени мы не умеем решать. Поэтому, если нам дано значение х , 
то мы не можем вычислить соответствующего значения у. 

Неявными функциями называются функции, удовлетворяющие 
уравнениям, которые мы или не можем, или не желаем решить. 

И вот оказывается, что можно вычислить производную от неявной функ¬ 
ции, не решая определяющего ее уравнения. Как этого достигнуть, 
поясним на примерах. 


Примеры. 

1. Пусть у —неявная функция, удовлетворяющая уравнению 

*3 4-з^3ядгу, (1) 


где а — некоторая постоянная величина. 

Пишем, что производная левой части равна производной правой части: 




йЪаху 
йх 


Применяя к каждой части соответствующие теоремы, находим: 

Зх* -|- 3 У*у' = 3 ау + ЪахУ. 


Решая это уравнение относительно у\ найдем 


У 


ду — ** 
— ах 1 


и мы выразили У через х и у. Правда, не через один х, но еще и через у. 
Однако, очень часто этого вполне достаточно. 

2 . Пусть у — неявная функция лг, связанная с х уравнением: 


** у 


=і. 


* 


Пишем, чт^ производная левой части равна производной правой части. После¬ 
довательно находим: 


2х 2 уУ 
аі + Ь * 


= 0, 


У = - 


Ь*х 

а%у * 


3. Найдем производную от у, зная, что 


2^ 2_ 2_ 
х з+уз— д з , 


где а —постоянная величина. 

Диференцяруя равенство (1), найдем: 

о —- 2 - — 

I х 3 + з- у 3 У =0 ’ 


і 



дгЗ 


(I) 


Из всех эУих примеров мы выводим правило: 

Чтобы найти производную от неявной функции, надо диференцировать 
то уравнение, которому удовлетворяет эта функция. 

4 Диференциалъніе исчисление. 


4» 



Пусть 


§ 27. Непрерывность производной. 



з 


Следовательно, у есть функция, непрерывная для всякого значения х. 
Вычислим ее производную. Имеем 


У = 


1 

- х 
3 


_2 

3 


І 



Мы видим, что У обращается в бесконечность при х = 0, а потому 
У есть функция, прерывная в точке х = 0. Этот пример убеждает нас 
в том, что 

производная от непрерывной функции может быть прерывной 
функцией. 

Обыкновенно в точке прерывности производная функции обращается 
в бесконечность. 

Пусть производная /(х) непрерывной функции /(х) обращается в 
точке с в бесконечность:/(с)==оо. На кривой у =/(*) отметим точку М 
с абсциссой с; пусть а —угол наклона касательной в точке М. Тогда 

<ё“=/Ѵ)=°°. 

ТГ 

и, следовательно, а = —, т. е. касательная в точке М перпендикулярна 
к оси X . Заключаем: 

Если непрерывная функция /(х) изображена кривой , то касатель¬ 
ная к ней в тех точках , абсциссы которых обращают производную 
в бесконечность , перпендикулярна к оси абсцисс . 


§ 28. Замечания о вычислении производных. 

Надо остерегаться применять теорему о производной от частного 
тогда, когда в знаменателе стоит постоянная величина; это, к сожалению, 
часто делают. В этом случае надо применять теорему о выносе постоян¬ 
ного множителя за знак производной. Например, 

в 

гіх\ 5/ 5 ах 5 * ’ 


Также не следует пользоваться теоремой о произ¬ 
водной от частного, когда в числителе постоянная ве¬ 
личина. В этом случае надо применять теорему о производной от сте¬ 
пенной функции. Например, 


Л[ 1 \ = ар+х)-' 
йх \ 1 -(- х / . йх 


=—0+*)“* 


1 

(1 +*)•’ 


Вообще никогда не надо забывать о теореме о производной от степени. 
Что касается вычисления прои модной от частного, то часто вы¬ 
годно заменять частное произведением; это надо всегда делать, когда 
в знаменателе стоит степень функции. 
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Пусть, например, требуется вычислить производную от 

2 — .ѵ 5 
(3+4І 2 р - 

Пишем 

=( 2 _,,леті +( 3 + ^ г .^з = 

= (2 —а 5 )—4(3+4лг 2 )- 5 -8.к+(3+4л:*)-'Ч— 5* 4 ) = 
_— 32л:(2—л 5 ) 5.Ѵ 4 12дс*— 15*'— 64л; 


(3+4**)* 


(3+4л*) 4 


(3+4лс*) 5 


Стоит только попробовать применить здесь теорему о производной от 
частного, чтобы убедиться, насколько осложняются вычисления. 


§ 29. Заключение. 


I. Имеем теоремы 
1) 

2 ) 

3) 


а (Си) _ 

: С — ; 


йх 

а х ' 


й{и+ѵ) __ 

. +. 

аѵ 

йл 

ах — 

Ох' 

й{иѵ) 
ах ~~ 

аѵ аи 
и . +ѵ 7 ; 
ах ах 

аІ и \ 

йѵ 

йи 

'ы 

и ах 

ѵ а х 

ах “ 

т > 2 



1 ) а(Си) = Сйи\ 

2') </(«+; у) — Ли.-^(1ѵ\ 
3‘) <Циѵ) = иё.ѵ-\-ѵАи; 


а<и т ) _ , (іи 
5) - — = ти т ~ 1 —; 
йх йх 


4') 

5’) 


м ѵйа — ийѵ 

а- =---; 

ѵ ѵ 2 


йи т =* ти т ~Ыи. 


2. Производные непрерывных функций могут в некоторых точках 
терять непрерывность. 



ГЛАВА 


ТРЕТЬЯ 


ФУНКЦИЯ ФУНКЦИИ И ЕЕ ПРОИЗВОДНАЯ. 

До сих пор мы не отличали понятия аргумента от понятия независи¬ 
мого переменного. Это были для нас не два различных понятия, а толь¬ 
ко два различных термина для одного и того же понятия, а потому, 
если мы рассматривали какую-нибудь величину у как функцию х и пи¬ 
сали 

У=Дх), 

то мы безразлично называли х то аргументом, то независимым перемен 
ным. Но в дальнейшем мы будем отличать понятие аргумента от поня¬ 
тия независимого переменного. Это будет для нас не одно, а два раз¬ 
личных понятия, которые всегда появляются одновременно и часто почти 
незаметно для нас переходят одно в другое. 

§ 30. Функция как математическое выражение и ее аргументы. 

Когда мы говорим, что у — функция х и пишем 

У=/(х), 

то под символом /, называемым характеристикой функции, мы первона¬ 
чально разумеем символ того закона, по которому каждому значению 
х соответствует одно или несколько значений для у. Если этот закон 
может быть выражен математическим выражением, составленным с по¬ 
мощью известных нам действий, то тогда мы на / можем смотреть как 
на символ совокупности этих действий, а на само выражение /(х) мож¬ 
но смотреть как на сокращенное обозначение соответствующего мате¬ 
матического выражения! Если же этот закон не может быть представлен 
выражением, составленным с помощью известных нам действий, то тогда 
все-таки на символ / мы можем смотреть как на символ некоторого но¬ 
вого действия, с помощью которого от значений х совершается переход 
к значениям у . Поэтому во всех случаях на характеристику функции 
можно смотреть как на символ совокупности некоторых действий, а на 
само выражение /(л) — как на математическое выражение.. Таким обра¬ 
зом, всякий раз как мы имеем зависимую величину, мы мыслим и мате¬ 
матическое выражение, в котором воплощается закон ее зависимости, а 
потому, как было уже раньше указано, слово .функция* 1 и получило двой¬ 
ное значение. Функцией называют и всякую зависимую величину, и вся¬ 
кое математическое выражение. 

Аргументом функции будем называть всякую величину, которая 
стоит под знаком характеристики функции, т. е. всякую величину, 
над которой надо произвести совокупность действий, обозначенных 
характеристикой функции. 
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Когда выражение обозначено через характеристику, то название буквы, 
служащей символом характеристики, нам будет также служить и названием 
самого выражения. Следовательно, если 

1_ х г _ 

/(*) = Г+Зс* ’ ^ 1 /5Ш * - 

то первое выражение есть выражение „эф", а второе — выражение „фи*. 
Заметим теперь, что 

одна и та же совокупность действий может быть произведена 
над различными величинами. 

Так, например, если 

ттё* (3) 


то действия, обозначенные символом /, мы можем произвести не только 
над х у но и над всякой иной величиной, как бы она ни была обозна¬ 
чена — одной буквой или в свою очередь некоторым математическим 
выражением. Так, например, мы имеем, принимая во внимание (3), не 
только 


л«)= 


1 —н* 
1 -с и*’ 


/(») 


1 —г»* 

тТѵ*’ 


но также 






и мы должны сказать, что в выражении 

/(/-) 

Ѵх есть аргумент выражения я эф“, потому что действия, обозначенные 
характеристикой должны быть произведены не над х , а над Ух. Точ¬ 
но так же 8іп х есть аргумент в выражении 


і 


/(5ІП Х\ = 


1 — 8ІП 2 ЛГ 
1 -|- С08 2 Лг’ 


Ясно, что понятие аргумента, как оно нами определено, связано с по¬ 
нятием функции как математического выражения. 


§ 31. Аргумент и независимое переменное. 

Пусть попрежнему у есть функция х у например пусть 

У = \+х*. ( 1 ) 

• 

Предположим, что мы рассматриваем только зависимость у от х , что 
больше никаких иных величин в связи с ними мы не рассматриваем. 
Тогда х мы можем считать независимым переменным. В то же время 
он и аргумент. Следовательно, в этом случае понятия аргумента и неза¬ 
висимого переменного сливаются. Присоединим теперь к равенств/ (1) 
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равенство л , = зіп/ й будем считать 'независнамлР'іиремсіпіым і . Теперь 
мы имеем два равенства: 

у= 1 +ЛСІ, х = 5ІП /. (2) 

По-старому * есіь аргумент той же функции 3 /, но только теперь он не 
есть независимое переменное, а в свою очередь функция. 

В общем случае пусть у — какая-нибудь функция х и пусть зависи¬ 
мость его от х дана с помощью некоторого математического выражения, 
а именно пусть 

у=т. 


Когда мы утверждаем, что у есть функция х, то мц при этом мыслим, 
что всякий раз как х принимает определенное значение, у тоже 
принимает определенное значение. Только это нам и надо знать для 
того, чтобы иметь правому назвать функцией х . Но если мы поставим во¬ 
прос, почему именно х принимает то или иное значение, то немедленно 
же усматриваем возможность двух случаев. 

Прежде всего возможно, что х может менять свои значения совер¬ 
шенно произвольно. В таком случае х> будучи аргументом функции, 
в то же время является и независимым переменным. Но возможно, что 
х меняет свои значения в зависимости от изменения другой величины, 
которая уже является независимым переменным. Так, например, положим, 
что попрежнему 

У=№ 

и что в то же время х зависит от /, есть некоторая функция 1\ 

* = ?{*)• 


Как и раньше, с изменением х будет изменяться и у , но только теперь 
х уже будет изменяться не произвольно, а в зависимости от і. Поэтому 
теперь л:, оставаясь аргументом, перестает быть независимым перемен¬ 
ным, но является в свою очередь функцией независимого переменного. 

Аргумент функции может быть или независимым переменным, 
или функцией некоторого независимого переменного* 

Если мы рассматриваем данную функцию 

*=/(*), 

изолированно, вне всякой связи с другими величинами, то аргумент 
является и независимым переменным. Но он может перестать быть им, 
если мы рассматриваем систему функций. 

До сих пор мы рассматривали изолированные функции. Поэтому-то 
до сих пор понятия аргумента и независимого переменного для нас 
сливались. В дальнейшем нам часто придется рассматривать системы 
функций, а потому мы будем принуждены отличать понятие аргумента 
от поіятия независимого переменного. 

Поясним сказанное еще одним примером. Пусть у—площадь круга радиу¬ 
са х; имеем 

у = тсдг*. 

Ху входя в состав математического выражения тис 9 , есть аргумент. Но есть ли х 
независимое переменное или зависимое? Это зависит от обстоятельств. 

Мы можем изучать иаменение площади круга в зависимости от изменения 
гадиуса. В таком случае мы будем приписывать х различные произвольные 
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значения и будем смотреть, какие при этом значения принимает у. Следовательно, 
в этом случае х — независимое переменное. Но положим, что наш кружок метал¬ 
лический и что мы его нагреваем. С изменением температуры будет меняться 
«го радиус. Мы попрежнему имеем 

и попрежнему х —аргумент, но только теперь х уже перестает быть независи¬ 
мым переменным; он сам есть функции некоторой величины, а именно темпера¬ 
туры. 


§ 32. Функция функции. 

Пусть у — функция и и —ее аргумент: 

У =/(“)• 

Предположим, что и в свою очередь есть функция некоторого пере¬ 
менного х, которое будем считать независимым. Пусть 

и = ^до¬ 
получается такое положение вещей. Если х принимает какое-нибудь 
определенное значение, то и как функция х тоже принимает некоторое 
определенное значение. Но если и принимает некоторое значение, то у 
как функция и тоже принимает определенное значение. Следовательно, 
всякий раз как х принимает определенное значение, и у принимает 
определенное значение, а потому у есть функция х. 

Если у — функция я, причем и — функция х: 

У—На), я —?(х), 

то у можно рассматривать и как функцию х, 

или иначе: 

Если аргумент данное функции есть функция независимого пере¬ 
менного, то данную функцию можно рассматривать как функцию того 
же независимого переменного, функцией которого является аргумент 
ланной функции. 

Если 

У —/(«). и = г(х), 

то у, рассматриваемый кік функция лг, называется функцией функции, 
или сложной функцией. При этом говорят, что у зависит от и прямо, 
«ли непосредственно, а от х косвенно, или же посредственно. 
Например, если у — площадь круга радиуса и: 

у = ии 2 

и круг нагревается, то и — функция температуры. Благодаря изменению 
радиуса меняется и площадь круга. Для каждой температуры у имеет 
свое значение. Поэтому у, оставаясь функцией радиуса и , может рассма¬ 
триваться и как функция температуры. Но от радиуса зависимость у 
дана непосредственно, а от температуры посредственно, через радиус. 

Конечно, посредственную зависимость можно заменить непосредст¬ 
венной. Так, например, если 

у = 1 —х 2 , дг = $іп/, ( 1 ) 
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то посредственную зависимость у от і можно заменить непосредственной. 
Ясно, что 

у = С05 2 /. (2) 

Но очень часто бывает выгодно представить непосредственную зависи¬ 
мость как посредственную. Так, например, если 

У = 5Іп(|/* 2 4- і) , 

то, чтобы вычислить производную от у, его непосредственную зависи¬ 
мость от х , как увидим, выгодно представить в форме посредственной, 
а именно так: 

у = 5ІП и, и = ]/ г х 2 . 

§ 33. Производная от функции функции. 

Предполагаем, что все рассматриваемые функции непрерывны, и пусть 
попрежнему 

• У=№)* « = ♦(■*)■ 

В известный момент рассуждения мы, не обращая внимания на то, 
что и есть функция х, можем ограничиться только изучением зависимо¬ 
сти у от я, рассматривая при этом и как независимое переменное. 

В этом предположении мы можем брать от у производную и дифе- 
ренциал. Мы будем говорить, что эти производная и диференциал бе¬ 
рутся по и, т. е. по аргументу, как независимому переменному. 

Вторая точка зрения заключается в том, что мы, принимая во вни¬ 
мание, что и есть функция х, рассматриваем у как функцию х, и, считая 
уже х независимым перемен шм, ищем от у как функции х производ¬ 
ную и диференциал. В этом случае мы будем говорить, что производная 
и диференциал от у берутся по х . 

Таким образом, от одной и той жз величины у мы можем брать и 
производную и диференциал то по одному переменному, то по другому. 

Если производная от у берется по и , то мы ее будем обозначать 
так:.)/. Если же производная от у берется как от функции х, то эту 
производную мы будем обозначать так: у х . Следовательно, мы пользу¬ 
емся индексом для указания переменного, по которому берется произ¬ 
водная. 

Никаких особых изменений в обозначении не требуется, если мы 
будем пользоваться для обозначений производных символами 

с1у сіу 
сіи ’ йх 

потому что та величина, которая стоит в знаменателе символа, указы¬ 
вает, чго производная берется как раз по этой величине. 

Поставим теперь следующую задачу. Если 

^=/(«). *=«?(*). 

то чему равна производная от у , рассматриваемого как функция х ? 

Решить эту задачу нетрудно. Пусть х получает приращение Дат, 
Тогда у и и тоже получат некоторые приращения, которые, как всегда, 

56 



мы обозначим символами Ду и Да. Рассуждаем так. Если мы, считая и • 
независимым переменным, будем искать производную от у по я, то для. 

Д у 

этого мы должны найти предел отношения —. Но если мы будем ис¬ 
кать производную от у у рассматриваемого как функция х> то эта про- 

Д у 

изводная уже будет равняться пределу отношения . Наконец, так как 

и — функция х у то производная от и по х равна пределу отноше- 
Д и 

ния — . 

Д* 

Таким образом, прямо из понятия о производной вытекают равенства. 


Дѵ г Дѵ * Д и г 


Теперь нетрудно решить поставленную задачу, и решается она бук¬ 
вально в двух строчках. Действительно, чтобы найти у хл надо найти пре- 

Ду 

дел отношения — . Но всегда 
Ах 

Дѵ Д у Д и 

Ах Да Ах 9 


Переход к пределу дает равенство 


Ііш 


Ау 

Ах ' 




Вводи обозначения Лейбница, получаем теорему: 

Если у — функция и и и — функция х: 


У=Н «). *=ч(х), 


то производная от у по де равняется произведению производной 
от у по в на производную то и по х: 


йу _ йу йи 
йх йи Их ' 


Заменяя у через /(«) и принимая во внимание, что и — аргумент, 
можно теорему формулировать так: 

Производная от функции по независимому переменному равна про¬ 
изводной от функции по аргументу, умноженной на производную 
от аргумента: 


ат 

йх 



( 2 ) 


Умножая обе части равенства на Ах, имеем 

4Я») =/(«) 4 * • 

Но такое же равенство мы имеем и в том случае, когда аргумент и — 
независимое переменное. Следовательно, 
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Диференциал функции всегда равен ее производной, умножен¬ 
ной на диференциал аргумента. 

На этом весьма замечательном свойстве диференциала мы в дальней¬ 
шем еше остановимся. Пока же рассмотрим пример на доказанную тео¬ 
рему. В самом начале, считая х независимым переменным, мы дока¬ 
зали, что 

ёх т . 

—— = тх т ~ 1 . 
ах 


После этого с помощью новых вычислений мы доказали, что если и — 
функции х, то 


ёи т 

Ті 


= та 


т— 1 


ёи 
ёх * 


( 3 ) 


Но это равенство можно вывести значительно проще, без всяких вычис¬ 
лений. Полагая в (1) у = и т , немедленно же получаем (3). 

Замечания. 1. Необходимо обратить внимание на то, что если 
/--характеристика функции, то Д —характеристика производной, взя¬ 
той по аргументу функции. Помнить это чрезвычайно важно ввиду 
следующих соображений. Если мы имеем функцию Дх) и заменим ар¬ 
гумент х какой-нибудь функцией, например ср(дг), то мы получим новую 
функцию от х , которая изобразится так: /0р(*)). От этой функции мы 
можем взять производную. Но эту производную нельзя обозначить так: 
/(?(.*:)), потому что Д{у{х)) обозначает не производную по х от /(<*(*)), 
а то, что получится, если в выражении /(дг) заменим х через <р(*). На- 


пример, если 

/(Х) “Т+3?’ 

о) 

то 

I 

1 

*|- 

1 

«1 ьэ 

(2) 

Пусть теперь 

?(*) = — • 



X 


В таком случае 

Щх)) = х-\-х 2 

(3) 

и 

^Лі(х))=\+2хК 


В то же время, 

заменяя во (2) х через ср(лг), найдем, что 



/(<?(*)) = — -* 2 — 2 х 3 . (4) 

2 . Если у = /{и), и = у(х), то мы доказали, что 

ёѵ ёу ёи 

ёх ёи ёх ’ 

Как ни просто приведенное доказательство, казалось бы, что его можно 
заменить еще более простым, а именно таким: обозначея через ёх у ёу, 
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йи диференциалы от х, у, и и зная, что производная от у по х равна 
Лу 

отношению —, мы эго отношение представляем в форме (5) и тем 


самым получаем теорему. 

Такое рассуждение в корне ложно, потому что в правой части ра¬ 
венства (5) символ Ли в знаменателе значит не то, что в числителе. 


Выражение 


Лу 

^ представляет производную от .у по и. 


Следовательно, 


в этом выражении и рассматривается независимым переменным, а пото- 

( іи 

му Ли есть произвольное приращение: Ли = \и. Но в выражении — 

величина и рассматривается уже как функция л:, а потому Ли — ^(х)Лх. 9 
Следовательно, в равенстве (5) одним и тем же символом Ли обозна¬ 
чаются различные величины. Поэтому во избежание недоразумения вы¬ 
ражения 

• Лу Лѵ Ли 

Ох*' ах' 


входящие^в это равенство, надо рассматривать не как отношения дифе- 
ренциалов, а только как обозначения производных. 

3. На первый взгляд может казаться, что в связи с различением 
понятий аргумента и независимого переменного вносится очень много 
тонких и трудных новых идей. Что это не так, легко убедиться, если 
обратить внимание, что все существенное и основное может быть фор¬ 
мулировано в немногих словах, как это ясно видно из заключения, 
помещенною в конце глэвы. 


§ 34. Производные тригонометрических функций. 

Та величина, от которой берется синус, косинус, тангенс или котан- 
тенс, называется аргументом соответствующей функции. Например, для 
функции 

$іп(і/д : 2 — і) 0 ) 

аргументом служит х 2 — 1 , лля функции 

( 2 ) 

аргументом служит е х + \. 

Вообще аргументом тригонометрической функции может быть или 
независимое переменное или функция его. Так, например, если х — не¬ 
зависимое переменное, то аргументом тангенса в выражении ( 2 ) служит 
функция е х 1. 

Если х — независимое переменное, то мы доказали, что 

гізіпл; Лкоѣх 

—-—= соз-т; — -= — 5іп х\ 

Лк Лх 

Л іѵ х _ 1 Л с\%х _ 1 

Лх СОЭ 2 X ' Лх 5ІП 2 X ' 

Пусть и — функция х. Тогда выражения 

5іп и, созк, і%и } сі%и 


(4) 
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будут тоже функциями х. Спрашивается: чему равна их производная по л? 
По теореме о производной функции от функции 

йДи) _ йДи) аи 
йх йі <1х' 


заменяя Ди) последовательно через функции (4) и принимая во внима¬ 
ние, что 

й зіп и йі*и 1 

со за, —= + : 


йи 


йи 


соч 8 и 9 



й со$ и й сіе и 

— - = — 8ІПЫ, —-= — 

йи йи 

1 

• 

зіп* и ’ 

получаем 

Если 

теорему: 

и — функция независимого переменного х 9 то 


4$іпа йи йіеи . 

ах _ + С05 “лі' ах “+ 

1 йа 
со5 2 и йх ’ 


йсови , йи йс іии 

—з——— «іп а , . ■ = 

йх йх йх 

1 йи 
8Іп 2 и йх ’ 


(Б> 


Следовательно, производная от синуса равна косинусу, умножен¬ 
ному на производную от аргумента; производная косинуса равна 
синусу, взятому со знаком минус и умноженному на производную 
от аргумента. 

Сравнивая равенства (3) и (5), мы видим, что огромная разница для 
выражений производных, является ли аргумент независимым переменным 
или функцией. 

йи 

При применении формул (5) нельзя забывать о множителе . 

Умножая равенства (5) на йх> получим 


й 5 іп и = -р- соз и йи, й и = -|- 
й соз и = — 5іп и йи у й сі§ и = — 


йи 


йи 


Те же равенства получим, если и — независимое переменное. 

Диференциалы от тригонометрических функций имеют одинако¬ 
вые выражения как в том случае, когда аргумент является функ¬ 
цией, так и в том случае, когда им служит независимое перемен¬ 
ное. 

Примеры. Пусть требуется вычислить производную от 

_у = 5Іп(/л* г 1). 

Мысленно полагая и = у г *1Г^ГI, имеем 

ах С 05 'к-* Лх ухгрі ■ 
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Точно так же найдем, что 

й\%{е*) 1 йе* _ е* 

(П С 08 *** ах СОвѴ* * 

й сій (1п| X |) __ 1 йЪі \ х\ _ 1 

йх (1л | х | ) йх ~ х 5Іп* (1п | х |) * 


§ 35* Производные от показательных и логарифмических 

функций. 

Г Показательной функцией называется всякая функция вида 


где основание постоянно, а показатель, называемый аргументом, — пере¬ 
менное. При этом он может быть независимым переменным или функ¬ 
цией, как, например, в выражениях 

2 ЗІПДГ , е&с + ѵТ в 


Логарифмическая функция есть всякое выражение вида 

1 п|«|. 

где и называется аргументом. Этот аргумент может быть или независи¬ 
мым переменным или функцией его, как^ например, в выражении 

ІП|^1 -|-$ІП а Х | . 


Мы будем рассматривать только логарифмы по неперову 
В том случае, когда аргумент — независимое переменное, 
зали, что 


А* 

7х 




4а* хі 

—— = а* 1 п а , 
йх 


й\хх\х\ 

йх 


X 


основанию, 
мы дока- 

( 1 ) 


Вычислим производную по х от функций: 

е а , а“, 1п|и|, 

где и — функция х. Из общей формулы 

й/(и) _ й/(и) йи 


ах йи йх * 


( 2 ) 


Заменяя /(и) последовательно выражениями ( 2 ), получаем теорему: 

Производные от показательных и логарифмических функций 
(вычисляются по формулам: 


йе* ^йи 
йх = йх' 


йа“ 

йх 


йи 

= а“\па-~, 
йх 


( 3 ) 


41п|в| в' 
йх — а’’ 


(4) 


где а — функция независимого переменного х. 

Например, имеем 


йе- х 

дх 


е 


<Н — х ) 

йх 




61 



а2 '°— = 2 С05 * 1п 2 = - (1п 2) 2 С0 *' зіп дг. 

ах 

й ІП | X 2 -)- С05 X I (х 2 + С08 лг ) 1 2* 5ІП дс 

йх X 2 -|- СОЗЛ X 2 + С05 дс # 


Согласно (4) всякое отношение — можно представить как цроизвод- 


ную логарифмической функции. 

Отношение производной любой данной функции к самой функ¬ 
ции называется логарифмической производной данной функции. 

Например, имеем 

С03 X (зіпл)' ^ІПІЗІПДГІ 

СІ8 ’' = ІЙГ = 1ПГГ = — 


а потому есть логарифмическая производная от $Іплг. 

§ 36. Изменение основания. 

Было сказано, что при теоретических исследованиях рассматривают 
показательные и логарифмические функции почти исключительно при 
основании е . Это стоит в тесной связи с тем фактом, что всякую пока¬ 
зательную функцию а* всегда можно выразить через показательную функ¬ 
цию с основанием е. 

Точно так же и всякий логарифм 

І02 в * 

при любом основании а может быть выражен через натуральный лога¬ 
рифм. Эта возможность опирается на следующую простую теорему: 

Всякое положительное число с можно представить в такой форме: 

с = е' ос . (1> 

Действительно, пусть 

г = Іп с. 

По определению логарифма это значит, что 

е* = с, 

откуда следует (1). 

Теорема. Каково бы ни было положительное число а, всегда 

а*=е* }па . (2) 

Действительно, согласно (1) 

а = е ' па , 

откуда имеем (2), и показательная функция а 2 выражена через показа¬ 
тельную функцию с основанием е. 

Теорема. Если а положительно и не равно единице, то 

І08« М Іа ЛГ, где М = —. (3) 

Іп а 

Действительно, пусть 
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2=іое а лг. 



Это значит, что 


а' = ЛЛ 


Логарифмируя по основанию е, имеем 


г 1п а = 1п IV, 


откуда следует (3). 

Множитель М называется модулем преобразования. 


37* Производная от степенной функции. 


Равенство 


йи п йи 

-— = ты т_ і — 
йх йх 


пока нами было доказано только для рационального показателя. 

Теорема. Будет ли показатель т рациональное число или ирра¬ 
циональное, всегда 


0а т 

йх 


„ .йи 

=т “ 3*’ 


йх" 

йх 


= тх т ~'. 


Действительно, так как 
то 

йи т йе т1пи 
йх йх 


&т Іп и 


и = е'« « 
й(т Іп и) 


йх 


и т *т — = ти п ' 1 и\ 
и 


и теорема доказана. 


§ 38. Функции типа и?. 

В степенных функциях и т только основание переменное, показатель 
же — постоянное. В показательных же функциях а и только показатель пе¬ 
ременное. 

Рассмотрим функции вида 

а®, 


у которых и основание и показатель переменные *). 
Производные от них можно вычислить так: имеем 


а потому 

йи ѵ 

йх 


и ѵ _ е ѵ\а а в 


йе ѴІаа _ ^ па й(ѵ\пи) 
йх йх 



( 1 > 


Например, 

<*< 8ІП *>* = ^ 1п ' ,іплІ = ех ш <*(* 1п8Іп *> = (8І „,)*(1п + * х). 

йх йх йх 
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*) Такие функции особого названия не имеют. 



Но можно поступать и иначе. Полагая 

у = и ѵ , 


логарифмируем это равенство. Имеем 

1 п(у) = ФІп (и). 

Диференцируя это равенство, получим 

і/ и' 

= ѵ‘Іп (и) ѵ —, 
у ' ‘ и 

•откуда для У прежнее равенство (1). Так, например, если 

у = (х *-!)' + •, 
то 


Іпу = (х-\- 1) 1п (х 2 — 1). 

Диференцируя, получим 

откуда 

У = (х* - 1)* + • | Іп (лг* — 1) -Ь ^ [ 


§ 39. Заключение. 

1. Аргументом функции называется та величина, которая стоит под 
символом характеристики функции. 

Аргумент функции может быть независимым переменным или 
функцией независимого переменного. 

Если аргумент функции в свою очередь есть функция, то функ¬ 
ция аргумента есть также функция того независимого переменного, 
функцией которого является аргумент. 

2 . Производная от функции функции равна произведению производ¬ 
ной от функции по аргументу на производную от аргумента по не¬ 
зависимому переменному. 

Поэтому, если у =/(«), и = у{х), то 

Лу Лу Ли ЛДи) Л/(и) йи ^ Ли 

Лх~ Ли йх ’ Лх Ли Лх~*' и *Лх' 
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Если и — функция х , то: 


Льіпи 

Лх 

Л со в и 
Лх 

Л\%и 

Лх 

Лс \%и 
Лх 


Ли 

.=+С0 5И -, 

= — 8Іп и •, 
йх 

_, 1 йи 

~ соз*и ах 

_1 йи 

8іп 2 в ах ’ 


й\п |и| 
йх 
йе и 
ах 
йа и 
йх 
йи ѵ 
йх 


и ’ 



а°Іп а 


йи 
йх ’ 


й 

йх 


е ѵ 10 “. 
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ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


ОБРАТНЫЕ И КРУГОВЫЕ ФУНКЦИИ. 

Всякая функция всегда сопровождается обратной ей функцией. 

§ 40. Обратная функция. 

Когда мы имеем однозначную или многозначную функцию 

У =/(*), 

то наше отношение к переменным х и у различно. Мы мыслим, что 
аргументу х мы можем произвольно давать различные значения, но что 
всякий раз, как значение для него выбрано, то тем самым для у уже 
вполне определено одно или несколько значений. Наша мысль переходит, 
так сказать, от значений для х к значениям для у . 

Но легко видеть, что те же величины х и у можно рассматривать 
с другой точки зрения, при которой наша мысль будет переходить не 
от значений х к значениям у , а обратно: от значений у к значениям х. 
С этой точки зрения у будет уже величиной, которая может принимать 
произвольные значения, т. е. будет независимым переменным; напротив, 
х явится уже зависимой величиной, функцией от у . Действительно, 
если 

У=/(*), 

то мы можем поставить такую задачу: чему должен равняться х> чтобы 
у имел данное значение с . Очевидно, чтобы дать ответ на этот вопрос, 
мы должны найти те значения х , при которых 

Дх) => с % 

Предположим, что мы нашли, что эти значения соответственно равны 

Тогда, если у = с, то х необходимо равен одному из этих значений. 
Если теперь мы дадим у другое какое-нибудь значение, то и для х по¬ 
лучим некоторые другие значения. Мы видим, что с этой точки зрения 
мы можем у давать произвольные значения и искать соответствующие 
значения для х, а потому с этой точки зрения уже у — независимое 
переменное, а х — его функция. 

Если 

у=Г{х) 

— данная функция, то в таком случае с известной точки зрения х 
есть тоже функция у , которая называется функцией, обратной дан¬ 
ной функции. 
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Иначе: 

аргумент х данной функции у всегда можно рассматривать 
как функцию, аргументом которой служит данная функция. 

Но обратим внимание на то, что если даже функция 

У=/(х) 


однозначна, то данному значению у может соответствовать не одно, 
а несколько значений для х , а потому: 

Функция, обратная однозначной функции, может быть много¬ 
значной. 

Пусть, например, 


_ х 2 

У ~ 1 + 2 * 


( 1 ) 


Ставим вопрос: чтобы у равнялся данному значению, чему должен 
быть равен х? 

Предполагая у данным известным, решаем (1) относительно х. Имеем 
х 2 — 2 ху — у = 0, 

х=у±Ѵ Г у*-\-У‘ ( 2 ) 

Каждому значению у соответствуют два значения для х у а потому в дан¬ 
ном случае обратная функция двузначна. Но эту двузначную функцию 
мы можем заменить двумя однозначными: 

Х^у + Ѵу* +У, (3) 

х =У~Ѵу 2 Л-у, 

потому что, очевидно, безразлично, рассматривать ли одну двухзначную 
функцию (2), или систему (3) двух однозначных функций. 

Многозначность обратной функ¬ 
ции и возможность заменить ее 
системой однозначных функций 
особенно становится ясной, если 
мы станем на геометрическую 
точку зрения. 

Пусть мы имеем некоторую 
кривую; через хи у обозначим 
координаты произвольной точки 
на ней (черт. 7). Легко видеть, 
что возможны две точки зрения. 
Мы можем давать х произвольные 
значения и искать соответствую¬ 
щие значения для у. С этой точки 
зрения ордината есть вообще мно¬ 
гозначная функция абсциссы х . Но 
мы можем поступить и обратно. 
Мы можем дать у произволь¬ 
ное значение а. Отложим на оси 
У отрезок ОА = а и проведем через А прямую, параллельную оси 
Х у которая пусть пересекает кривую в точках Р ѵ Я 2 , Р г% ... Тогда для 
у=а будут соответствовать значения х у изображающиеся отрезками 
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АР г , АР 2 і АР 3 ,.. . Таким образом, каждому значению у соответствует 
одно или несколько значений х % а потому теперь абсцисса х есть не¬ 
которая, вообще многозначная, функция у. Мы видим, что 

для всякой данной кривой мы можем рассматривать или орди¬ 
нату как функцию абсциссы, или абсциссу как функцию ординаты. 
В общем случае обе эти функции будут многозначны. 

Но пусть функция 

у=Ах) 

однозначна и непрерывна в интервале (а, Ь ), в котором пусть аир — 
ее наименьшее и наибольшее значения. Мы предположим сначала, что 




Черт. 8. * Черт. 9. 


функция монотонна в этом интервале, или возрастающая, или убываю¬ 
щая (черт. 8 и 9). В том и другом случае ясно, что если мы дадим у 
какое угодно значение, промежуточное между а и [}, то всякому такому 
у будет соответствовать только одно значение для х . Следовательно, 
функция, обратная однозначной монотонной непрерывной функ¬ 
ции, есть однозначная непре¬ 
рывная функция. 

Предположим теперь, что дан¬ 
ная однозначная функция коле¬ 
блющаяся. Ясно, что одну и ту 
же ординату у имеют несколько 
точек кривой К ѵ К 2 , К г , ... 

(черт, 10). Следовательно, в дан¬ 
ном случае обратная функция х 
есть многозначная функция. Но 
разобьем интервал (а, Ь) на интер¬ 
валы монотонности (а, р ), (/?, ^), 

( 7 , г),... В каждом таком интер¬ 
вале функция будет уже монотонна, Черт. 10. 

и мы вместо того, чтобы рассма¬ 
тривать одну колеблющуюся функцию в интервале (а, Л), можем рассма¬ 
тривать систему монотонных функций, каждая из которых изображается 
некоторой частью данной кривой и каждая из которых дает уже одно¬ 
значную обратную функцию. Мы видим, что ,, Ѵк , 



в том случае, когда обратная функция многозначна, она может 
быть заменена системой однозначных функций* 

В дальнейшем мы будем предполагать, что когда мы говорим об 
обратной функции, то предварительно, в случае многозначности обрат¬ 
ной функции. она заменена системой однозначных. 

Все предыдущее может быть резюмировано так: 

Если 

У=/(х) 

— однозначная непрерывная функция, то х можно рассматривать 
как функцию у. Эта функция, называемая обратной данной функ¬ 
ции, вообще многозначна, но всегда может быть заменена системой 
однозначных функций. 

Пусть 

* = ФО') (4) 

— однозначная функция, обратная функции 

У =/(*)- (5) 

Очевидно, что функция, обратная функции (4), будет функция (5), 
а потому 

функция, обратная обратной данной функции, есть данная 
функция. 

Эти общие соображения об обратных функциях мы применим к уста- 
новлению понятия круговых функций. Так называются функции, обрат¬ 
ные тригонометрическим. 


Пусть 


§ 41. Функция агс $іп х. 

8ІПу = Х. 


Предполагая данным значение для х , мы можем искать соответствую¬ 
щие значения для у. Мы получаем функцию, обратную синусу. Эта 

функция называется арнус-сичусом и обозна¬ 
чается так: 

Агс зіп х , 

что читается так: аркус-синус х> или аркус- 
А синус ОТ X *). 

Легко видеть, что у — многозначная функ¬ 
ция х. Действительно, пусть х положителен. 
Строим круг радиуса единица (черт. 11/. На 
вертикальном диаметре откладываем отрезок 
Чер Тв ц 0/?=х и через конец его У? проводим прямую 

С5, параллельную горизонтальному диаметру. 
Ясно, что если требуется найти такую дугу у, что 

_ 5іп у = х, 



*) По-латыни агси$ (произносится „аркус*) значит .дуга*. Поэтому выражение 

Агсзіп х 

буквально значит: „дуга, синус которой равен х в . В старину даже писали так: 
Агс($іп = х ). 
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то за у мы можем принять как дугу АВ У так и дугу АВС. Кроме того, ту и 
другую можем увеличить или уменьшить на любое число окружностей. 
Следовательно, у —многозначная функция х и не только многозначная, 
но даже бесчисленно-значная функция. Это — если х положителен. То же 
заключение остается в силе и при х отрицательном. Различие только 
в том, что если х«<0, то отрезок х мы должны отложить вниз. Но и 
в этом случае за у мы можем взять или дугу АВ\ или дугу АВ'С. 
Каждую из них затем можем увеличить или уменьшить на любое целое 
число окружностей. Итак: 

Функция 

Агс 5ІП X 

есть многозначная функция. 

Чтобы из нее получить однозначную функцию, 
необходимы добавочны^ условия, с помощью которых 
можно было бы из бесчисленного множества значе¬ 
ний для у выделить вполне определенное одно зна¬ 
чение. Этого можно достигнутъ так. Если 

$іп у = х 

и х положителен, то за дугу у естественно усло¬ 
виться брать ту дугу, которая лежит в первой чет¬ 
верти. Тогда при соблюдении этого условия всякому 
положительному значению х будет соответствовать 
только одно значение у. 

Пусть теперь х отрицателен. Тогда^за дугу у мы 
можем брать дугу, лежащую в третьей четверти или 
в четвертой. Очевидно, что целесообразней брать 
в четвертой, потому что при этом будет сохранена 
непрерывность изменения у при непрерывном измене¬ 
нии х , а именно при непрерывном переходе х от 
положительных значений к отрицательным через нуль у 
непрерывно переходит из первой четверти в чет¬ 
вертую. 

При этих условиях мы получим уже у как одно¬ 
значную функцию х. Эту функцию будем обозначать 
так: агсзіплг. 

Определение. Выражением 

агс $іп х 

условимся обозначать дугу, синус которой равен х и которая лежит 
в первой или четвертой четверти окружности. 

При этом условии функция 

агс $іп х 

есть непрерывная однозначная функция. Величина х называется ее 
аргументом. 

Так как синус может иметь значения только в промежутке от— 1 до 
+1, следовательно, 

аргумент функции агсэіп х может изменяться только в интервале 
от— 1 до 1. 




Из предыдущего ясно, что мы должны отличать функцию 

Агс зіп х 


от функции 


агс зіп х. 


Первая — многозначна, вторая — однозначна. 

Различие между ними хорошо представляется геометрически. По¬ 
строим кривую 

* = $іпу. 


Это будет синусоида, колеблющаяся около оси 
этой синусоиды 

у = Агс зіп х. 


Функция же 


у = агс зіп л: 


У (черт. 12). Для всей 


будет изображаться только частью АВ синусоиды. 
Для дальнейшего заметим, что 
если 

у = агс $іп х , 


то соз у необходимо положителен, 

потому что у лежит в первой или четвертой четверти. 


Выражением 


§ 42. Функция агс соз х. 

Агс соз х , 


которое читается так: „аркус-косинус х и , будем обозначать дугу, коси¬ 
нус которой равен х. Поэтому если 

у — Агс соз х, 
то это значит, что 

соз у = X. 



Легко видеть, что у есть многозначная 
функция х. Действительно (черт. 13), если 
х положителен, то за у мы можем принять 
или дугу АВ , или дугу АВ'; если же х отри¬ 
цателен, то за у можно принять или дугу 
АВС, или дугу АВ'О. Каждую из них, кроме 
того, можно увеличить или уменьшить на 
целое число окружностей. 

Чтобы получить однозначную функцию, обратную косинусу, которую 
будем обозначать так: 

агс соз л:, 


необходимы ограничительные условия. 

Определение . Под выражением 

агс соз х 
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условимся разуметь дугу, косинус которой равен х и которая лежит 
или в первой или во второй четверти. 

Мы для отрицательного х берем дугу во второй четверти, а не в третьей 
для того, чтобы при непрерывном переходе значений х из положительной 
области в отрицательную у тоже менялся непрерывно. Из предыдущего 
ясно, что надо отличать многозначную функцию 

Агс соз х 

от однозначной функции 

агс соз х . 

Для дальнейшего заметим, что 
если 

у = агс соз х, 

то зіпдг необходимо положителен, 

потому что у лежит в первой или во второй четверти. 


§ 43. Соотношение агсзін х +агс соз х= — 


Пусть 

Следовательно, 

причем 

Из (2) следует 


у = агсзІпд: > 2=аіСС05*. 

ЗІП У^Ху СОЗ 2 = Х у 


О^г^тг. 


зіп^= $іп — г | 


Но из (3) имеем, вычитая по —: 

ЛІ 


Меняя знаки, получим 



0) 

( 2 ) 

( 3 ) 

(4) 


Следовательно, дуга— г, как и дуга у, лежит в первой или четвертой 
четверти. Так как согласно (4) синусы их равны, то и они равны: 

тт . тт 

У= 2 + 2 = У 

а потому 

при всяком X 

I я 

агс зіл х + агс соз х = — • 

Это равенство легко проверить и геометрически. 
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§ 44. Функции &тсІ%х и агссі^лг. 

Выражением 

Агс х 

обозначают всякую дугу, тангенс которой равен х. Это многозначная 
функция, потому что один и тот же тангенс имеет бесчисленное множе¬ 
ство дуг. 

Определение. Под выражением 

агс ій ■*» 

которое читается так: „аркус-тангенс х“ 9 разумеют дугу у , тангенс 
которой равен х и которая лежит в первой четверти, если х поло¬ 
жителен» и в четвертой — если х отрицателен. 

При этом условии функция агсі%х есть однозначная функция. 
Подобным же образом выражением 

Агс сі§ х 

обозначают дугу, котангенс которой равен х. Это многозначная функция. 
Определение . Под выражением 

агс сІ%х 

разумеют дугу у , котангенс которой равен х и которая при поло¬ 
жительном х лежит в первой четверти, при отрицательном же ле¬ 
во второй. При этих условиях функция агс сід х есть однозначная 
функция. 

Пусть теперь 

у = агс х, г — агс сі§ х. 

Следовательно, 

= х > — = —«У 


или 


Так как г лежит в первой или второй четверти, 

— 0; прибавляя ьезде по ~ , получим 

2 


ТО 0 я, 



Следовательно, дуга —- г лежит, как и у, в первой или четвертой 

четверти, а потому 

я , я 

2 + 

Видим, что 

при всяком х агсідл-|-агсс1^ х= . 

Это соотношение нетрудно проверить геометрически. 

§ 45. Производная обратной функции. 

Производная обратной функции весьма просто выражается через 
производную данной функции. 

Пусть 

У = Дх) 

— данная функция и 

-г=ф(ѵ) 
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— обратная ей функция, которую предполагаем однозначной. Производ¬ 
ную от у как функции х, обозначим так: 

/ (іу 

ИЛИ Тх 

Производную от обратной функции, т. е. от х как функции у, обозначим так: 

, ах 


х у , или 


ау 


Заметив теперь, что по определению производной 

/ Ад: / Ау 

х у =и т ~, Ух = ит^, 

мы самую теорему докажем буквально в двух строчках. 



ной производной данной функции. 

Эта теорема имеет простое геометрическое значение. К кривой, ура¬ 
внение которой 

у=№ 

проведем касательную в точке М (черт. 14). Пусть у — угол с осью X, 
а ф— ее угол с осью У. Имеем 

. йу 

Если же будем рассматривать х как функцию у , то, очевидно, 


, , йх , 


Но ф = ^ — а, а потому 


!р -= 


*?Ч>’ 


х у^Ѵ' 

х X 


т. е. 



Пусть 

следовательно, 


46. Производные круговых функций. 

у = агс зіп х; 

5іпу = дг, соз^у = —|— ]/" 1—л; 2 , 


где перед корнем берем знак +, потому что соз^у положителен, так 
как у лежит в первой или четвертой четверти. Имеем 


Следовательно, 


йѵ _ 1 __ 1 1 

йх йх соз у ' __ дѴ 

Ту 

йатсьХпх _ , 1 

йх 


о) 


и производная от агс зіп х вычислена. 

Пусть теперь 

у = агс соз л*. 

Следовательно, 

00$^ = х, зіпу = —Л 2 > 


где перед корнем берем знак -К потому что зіп у положителен, так 
как у лежит в первой или второй четверти. Имеем 

йу 11 1 


йх йх 

Оу 


зш у 


Следовательно, 

Пусть теперь 
Имеем 


й агс со* х 
йх 


^ 1 — л: 2 


1 


У 1 — х 2 
у= аісізх, 1§у=х. 
соз 2 у 


йу 


а потому 


^агс 1%х 


1 


Пусть теперь 
Имеем 


йх ' 1 -\-х 2 ' 

у=агссі§дс, с \%у=х. 


Л = 5 Щ» V =_^_ 

йх йх у зіп® у — соз^у 


йу 


следовательно, 


й агс сІ§ х 


йх 




1 


Лу 1 . 

йх йх у соз* .у -|- зіп® у 1+*8*У 


1 


1 -|-сІ5*у 


< 2 ) 


( 3 ) 
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Итак, мы нашли, что 

^агсзілл: _ 1 

ах - + ,/Т=^’ 
й агс соз х 1 

Ох |/ 1 — х 3 ’ 


йгтс\%х , 1 

Ох 1 4--* 2> 

й агс сІ§ х 1 

йх 1 -(- х ѵ 


(5) 


Пусть теперь и — функция х. Пользуясь теоремой о производной 
функции от функции 

<і{(и) 4Ци) йа 

йх йи йх' 

легко находим 


а агс зіп и 1 <1и 

йх у і — и і ‘ ах' 

а агс со* и 1 йи 

ОХ |/" і — и 2 Ох’ 


^ агс 12 и_ 1 аи 

ах ' 1 и* ах' 

а агс сі& а 1 аи 

Ох 1 -+-И 2 йх 


- Например, 

а агс зіп |/ х , 1 ау/'х , * 

~аГ~ + 2/х— д»’ 

і і агс соз е~ х 1 йе~ х , 1 

ах у//\^-(е~*)* ах — ' у/е**—!' 

а&к\%(х*) . і ах ® Зх 2 

Ох “М -с (х») 2 Ох ~~ 1 -ух*‘ 


§ 47. Заключение. 


1. Производная обратной функции равна величине, обратной произ¬ 


водной данной функции: х у~у^* 


2. Согласно определению агс зіп х и агс^л: — дуги, лежащие в 
первой или четвертой четверти; агс соз х и агссі^л: — дуги, лежащие 
в первой или второй четверти. 

3. Если и — функция независимого переменного х 9 то 


■ й агс зіп х , 

і 

й агс зіп и 

1 аи 

ах + 

|Л — X*’ 

ах 

+ /1 — и 2 <**’ 

а а гс соз х 

1 

а агс сов и _ 

1 аи 

йх 

(Л — X 2 ’ 

ах 

|Л —и* &*' 

йътс\%х , 

1 

йак\%и 

1 йа 

йх ~ 

1+х 2 ’ 

ах 

+ 1 ±и*Ох' 

гіагсс^л: 

1 

а агс сІ& и 

1 аи 

йк. 

1 + х 2 ’ 

йх 

~~\+и*ах 
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ГЛАВА 


ПЯТАЯ 


ПРОИЗВОДНЫЕ И ДИФЕРЕНЦИАЛЫ ВЫСШИХ ПОРЯДКОВ. 


Производная всякой функции в свою очередь 
например, если 


у — х 7 — Злг 2 , 


есть 


функция. Так, 


то 

у — 7х 6 — бдг, 

и У есть функция х . 

Но если производная функции есть функция, то от нее, как о г 
всякой функции, мы можем взять и производную и ди {эеренциал. Эта 
возможность приводит к понятию о производных и диференциалах раз¬ 
личных порядков. 


§48. Производные высших порядков. 

Производная от производной данной функции называется произ¬ 
водной второго порядка от данной функции. 

Производная от производной второго порядка называется произ¬ 
водной третьего порядка. 

Производная от производной третьего порядка называется произ¬ 
водной четвертого порядка 

и т. д. Вообще 

производная от производной я-го порядка называется произ¬ 
водной (/і+ 1)-го порядка. 

В соответствии с этими определениями первоначальная производная 
называется производной первого порядка. 

Например, мы последовательно имеем 

= ^=20*>, ІМ = 60д*. 

сіх ах Лх 


Согласно определению 20х 3 есть производная второго порядка, а 
60х 2 — производная третьего порядка от данной функции х 5 . 

Вместо того, чтобы говорит^ „производная второго, третьего и т. д. 
порядка**, часто говорят короче: „вторая, третья и т. д. производная". 

Обозначаются производные различных порядков так: ес.іи/(х) —дан¬ 
ная функция, то символы 

/и. л*). /"(*), /"'и 

служат для обозначения производных первых четырех порядков. Как мы 
видим, порядок производной указывается числом акцентов (штрихов). Та¬ 
кой способ неудобен для обозначения производных более высокого по¬ 
рядка, так как для них пришлось бы ставить много акцентов. Поэтому 
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для производных четвертого и высших порядков пользуются часто та¬ 
кими обозначениями: 

/ ІѴ (х), /Ѵ(х), / ѵ, (.х) . 

т. е. порядок производной указывается римской цифрой, которая ста¬ 
вится в виде показателя справа над характеристикой функции. Вообще 
же производная л-го порядка обозначается так: 

/*<*), 


причем указатель порядка п обычно заключается в скобки, чтобы его 
не смешивать с обыкновенным показателем. 

Таким образом, мы имеем следующую систему обозначений произ¬ 
водных: 

/(*), /"(*). ГН, Г' Ѵ П, гн ,.... ГГ ),... 


Если же функция обозначена одной буквой, например^, то производ¬ 
ные ее обозначаются так: 


У, У, У", / и . У 


Ап) 


Эта система обозначений, очень удобная при теоретических исследо¬ 
ваниях, введена Лагранжем. Кроме нее, иногда, хотя довольно редко, 
пользуются обозначениями Коши: 

о/н, &ГН, ь*Ах) . суп, • •. 

| 4 - 

Например, производная пятого порядка от функции по Коши обо¬ 
значится так: 

й ъ \— . 

1 — х 


Что касается вопроса о вычислении производных различных поряд¬ 
ков, то он решается просто: вычислив производную первого порядка, 
мы берем от нее производную; получим производную второго порядка. 
Производная от этой производной даст производную третьего порядка 
и т. д. Так, например, если от функции 

*-**•-гЬ+ т 


требуется вычислить производную четвертого порядка, то последовательно 
находим: 


У = 9x2 
и, наконец, 


I 




У ”~ 18 * (хі- 1)*’ -У 18 IX 1)» 


уІѴ 


24 

(*+1) г 


Теорема. Производная порядка р от производной порядка ч ра¬ 
вна производной порядка р + ц от данной функции. 

Эту теорему, пользуясь обозначениями Коши, мы можем записать 
так: 

ДР(/*/(х)) = йР+Щх). (1) 
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Доказательство очевидно: продиференцировав данную функцию 7 раз, 
мы получим производную порядка д; чтобы от нее получить производ¬ 
ную порядка р у надо ее еще продиференцировать р раз. После этого 
данная функция будет продиференцирована р-\-д раз, а потому имеем (1). 

Так как каждая из производных 

/(*). Я*), /"До¬ 
есть функция, то от каждой из них можно взять диференциал. Легко 
видеть, что имеют место равенства: 

аДх) =?(х)йх, 
аг(х)=Г(х)<іх, 
аГ'{х)=Пх)ах, 

и вообще 

<//">(*) =/і« + і*(дг)йГлг. 

§49. Диференциалы высших порядков. 

Понятие о днференциалах различных порядков вводится аналогично 
соответствующим понятиям о производных. 

Диференциал диференциала называется диференциалом второго 
порядка. 

Диференциал диференциала второго порядка называется дифе- 
ренциалом третьего порядка. 

Диференциал диференциала третьего порядка называется диферен¬ 
циалом четвертого порядка. 

Вообще 

диференциалом я-го порядка называется диференциал диферен¬ 
циала ( п —1)-го порядка. 

Соответственно с этой терминологией первоначальный диференциал 
называется диференциалом первого порядка. 

Диференциалы различных порядков, конечно, можно было бы обозна¬ 
чить так: 

№), <*№)]. а{ашх)]\, 

но вместо этих длинных и неуклюжих обозначений приняты такие: 

а/(х), <р/(х), а а /(х), 

или, если сама функция обозначена одной буквой,—такие: 

ау, <Ру, &у,...4 п у, 

что читается так: дэ игрек, дэ два игрек, дэ три игрек и т. д. 

Эти обозначения введены Лейбницем. 

Между диференциалами различных порядков существует простая связь, 
выражаемая такой теоремой. 

Диференциал порядка р от диференциала порядка ц равен дифе- 
ренциалу порядка р-\-д от данной функции: 

ф>(ачу) = аР+«у. ( 1 ) 

Действительно, из определения понятия диференцналов различных по¬ 
рядков следует, что 


^(й? 7 у) = ^ + \у. 



Взяв диференциалы от обеих частей этого равенства и замечая, что 

аа(а*у)=а*(сі*у) у <ца*+*у)=а*+ 2 у 9 

мы получаем 

ац<ру) = ая+*у. 

Снова диференцируя и продолжая таким же образом, последовательно 
находим 

4*((і9у) = &+9у 
&{№у) = & +4 у 

и т. д. Очевидно, что вообще имеем (1). 

Данное определение понятия диференциала высшего порядка необхо¬ 
димо дополнить. Если у—/(х) и если для ясности положим 

Н = \х = йх, 
то 

4у =/(*)*• ( 2 ) 

В правую часть входят два независимых переменных: само незави¬ 
симое переменное х и его приращение к. Поэтому, как мы уже раньше 
видели, 

диференциал функции одного переменного есть функция двух 
переменных. 

Но по определению диференциал второго порядка есть деференциал 
от диференциала: 

а* у=( цг(х)іі) у 

т. е. диференциал от функции двух переменных. Спрашивается: что же 
мы должны разуметь под диференциалом функции двух переменных? Ведь 
до сих пор мы установили понятие только для диференциала функции 
одного переменного. 

Возьмем снова равенство (2): 

ау=Пх)Н. (2) 

Мысленно дадим в нем приращению к какое-нибудь значение. До тех 
пор, пока мы не будем менять этого значения, мы должны рассматри¬ 
вать к как постоянное. Пока же мы будем рассматривать к как постоян¬ 
ное, в правой части мы будим иметь только одно переменное х, а по¬ 
тому от нее, как от всякой функции одного переменного, мы можем 
взять диференциал. Возьмем же от правой части ( 2 ) диференциал, рас¬ 
сматривая к как постоянное. Так как постоянный множитель можно вы¬ 
носить за знак диференциала, то 

а(/'(х)к) = [а/(х)]к = (/"(*)*) * =/”(*)**- 

Полученное выражение и есть то, что называется диференциалом 
второго порядка: 

&у=]>'(х)к* = Г{х){(1х)'. (3) 

Пока мы вычисляли (Ру , мы предполагали, что мы дали переменному к 
некоторое значение, которое не менялось в течение всего процесса вы¬ 
числения. При этом предположении мы получили равенство (3), в кото¬ 
ром /г имеет некоторое значение. Но так как это значение мы могли 
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выбрать произвольно, то после вычисления мы снова можем смотреть на 
Л как на величину, которая не имеет, а может иметь различные значе¬ 
ния, т. е. мы снова можем смотреть па Н как на переменное. 

Условие. При определении понятия диференциалов различных по¬ 
рядков всегда предполагается, что при их вычислении диференциал 
самого независимого переменного рассматривается как произволь¬ 
ное постоянное. 

При этом условии мы получили 

<Ру=/"(х){<Іх)К 

Вычислим диференциал третьего порядка. Рассматривая согласно условию 
Ах как постоянное, имеем 

Д 3 ѵ = 4{/'(х)у<іх) 2 = (/'» <іх)(сІх) 2 =/"(х)(ах) 3 . 

Вычисление кончено, а потому на Ах в правой части снова смотрим 
как на переменное. 

§ 50. Связь между производными и диференциалами 
различных порядков. 

Рассматривая Ах как произвольное постоянное, последовательно на¬ 
ходим : 

аЧ(х)=Г(х){<іх)\ 

<?№=Пх)Ѵ*)*, 

&/{*)= ! ,ѵ {*-И^у, 


и т. д. Вошло в прочный обычай вместо точных обозначений 
Ах , (Ах) 2 , ( Ах ) 3 , (г/лг) 4 ,... 
писать, опуская скобки, так: 

Ах , Ах 2 , Ах 3 , Ах 4 ,. . . 

Чтобы этих степеней диференциалов не смешивать с диференциалами 
от степеней, последние надо обозначать или так: 

А(х) 2 , А(х)\ А(х 

или, короче, так: 

А-х 2 , А-х 3 , А-х 4 ,..., 

т. е. отделяя точкой зна:: диференциала от функции, от которой он бе¬ 
рется. 

Принимая во внимание сказанное, можем высказать теорему. 
Теорема. Диференциалы и производные различных порядков 
связаны между собой соотношениями: 

а/(х)=Г(х)ах, 

ау(х)=/"(х)ах'-, ( 4 ) 

азд х )=/"(х)ахь 
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/і п /(х) = 6 п /(х) йх а . 





Следовательно, диференциал любого порядка равняется произве¬ 
дению производной того же порядка на соответствующую степень 
диференциала независимого переменного. 

Из рзвенства (4) получаем равенства 

/'(*) 

Вообще 


Щх) 


а*пх) 




~ ах ' 1 1 ' ах 2 ' 7 {х) ~ ах 3 ’■ 


1 { ' ах п • 


(5) 


что дает теорему: 

Производная в-го порядка равна отношению диференциала в-го 
порядка от функции к в-й степени диференциала независимого пере¬ 
менного. 

Благодаря этой теореме выражениями 

адх) ащх) а*/(х) а п /(х) 
ах ’ ах 2 ' ах *. ах* ’''‘ 


мы можем пользоваться для обозначения производных, а именно, если дг — 
независимое переменное, то на всякое выражение вида 

4 а /(х) 

ах п 


мы можем смотреть по желанию или как на отношение а а /(х) к ах ", 
или как на символ производной л-го порядка. В последнем случае очень 
часто пишут так: 


а п 

ах п 


/(*)• 


Например, производная седьмого порядка от 


1 4 - х 

1 —X 


обозначена так: 

й і I 1 +*\ 

а х 1 \\—х) 


может быть 


Такое обозначение производных назовем обозначением Лейбница. 


§ 51. Диференциалы независимого переменного. 

В равенствах 

*Ах) -=-/'(х)ах, 
а 2 /(х)=/ , (х) ах 2 , 
а я Ах)=Жх)4*, 


заменим функцию /(х ) самим х. Так как все производные от х , начиная 
с производной второго порядка, равны нулю, то заключаем, что 

сРх = й*х = й*х — й ь х =.. . = 0. 

6 Диферекциальное исчисление. 




Диференциал первого порядка от независимого переменного есть 
произвольное приращение его. Все же его диференциалы второго и 
высших порядков равны нулю. 

К этому же заключению можно притти и так: диференциал постоянной 
величины равен нулю. 

Так как при диференцировании по х мы должны рассматривать сіх 
как постоянную величину, то 

сі 2 х = і(ііх) = О, 

а следовательно, 

срх = 0 и т. д. 

§ 52. Примеры вычисления производных высших порядков. 

Чтобы вычислить производную какого-нибудь порядка, мы должны 
данную функцию проднференцировать несколько раз, вычисляя все про¬ 
межуточные производные. Но иногда, правда в довольно редких случаях, 
мы можем вычислить производную какого угодно порядка, не вычисляя 
промежуточных производных низших порядков. Это бывает тогда, когда 
нам удается подметить закон последовательного получения производных. 
Так, например, имеем 

тх т ~\ 

т(т — \)х т ~ 2 і 
т(т — 1 )(т — 2)д; 7 ‘" 3 , 
т(т — 1 )(т — 2 )(т — 3 )х т ~* 

и т. д. Закон образования производных довольно ясен. Постепенно по¬ 
казатель уменьшается каждый раз на единицу, причем в то жз время 
в коэфицненте прибавляется лишний множитель, равный предыдущему 
показателю. Очевидно, что какое бы ни было А, мы имеем 

й к х т 

—— = т (т — 1)(т — 2). . . (т — А-)-2 )(т — к-\-\)х т “*. 

Здесь т — какое угодно число. Оно может быть и целым и дробным, 
и положительным и отрицательным. 

Если т — целое и положительное число, то, полагая к = т , получим 

й т х т 

-—— = п ,(т — \)(т — 2). . . 3 • 2-1 = от! 

В правой части имеем постоянное, а потому 

^т-г1 х т дт+2 х т 

йх т+1 ~ 0, йх: т+ г 
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ах т 

йх 

<Рх т 

~йх* 

а 3 х п 

т* 

й*х т 
йх * 


О,. . . 



Вычислим производные от зіп (х -{- а). Имеем 

— — соз(лг-| а)=зіп ( х а ~\~~2 )• 


сіх 


Видим, чтобы получить производную от $іп(д:-}-а), достаточно увели¬ 
чить аргумент на . Поэтому последовательно пишем 


й 2 віп(х-\- а) 
йх* 


~ зіп 


^ З зіп(л: + а) 
йх* 


— ЗІП 


х + а + 3 ~2 | 


и т. д. Очевидно, что вообще 
й п зіп (л;-{- я) 
йх п 



§ 53. Теорема Лейбница о производных от произведения. 


Как общее правило, чтобы вычислить производную какого-нибудь 
порядка от данной функции, мы должны вычислить производные в:ех 
предыдущих порядков, начиная с первой. Этого вычисления промежу- 
точных производных иногда можно избежать благодаря теореме Лейбница. 

Пусть и и ѵ — две функции х . Имеем 


<і(иѵ) йѵ , йи 

йх йх т йх 


Диференцируя два раза это равенство, найдем 

йЦиѵ) й-ѵ йи йѵ й 2 и 

йх* а их- йх йх йх* Ѵ ' 

<Р{иѵ) _ й 2 ѵ . йи й?ѵ . й 2 и йѵ й*и 

йх 3 и йх 3 ' йх йх 2 йх 2 йх ' йх* Ѵ 


Всматриваясь в полученные равенства, мы видим, что слагаемые пра¬ 
вой части идут друг за другом по простому закону: порядок производ¬ 
ных от и постепенно повышается, а производных от ѵ — постепенно 
понижается. 

Естественно предпол:жить, что этот закон остается справедливым 
и для высших производных, т. е. естественно предположить, что при 
всяком п имеет место равенство: 


й п {іи) ^ й п ѵ , п йи й п ~ г ѵ { п й?и й п ~ 2 ѵ , 

йх л ° Ы йх * ‘ 1 йх йх п ~ 1 ~' 2 йх 2 йх п ~ 2 . 




іі я ~ : и 
Ох 


сіѵ , і п и 

Тх + С *а^ ѵ ' 


( 4 ) 


где С 0 , С,, . . . ,С Я — некоторые числа, не зависящіе от вида функций 
и и ѵ. 
б* 
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Чтобы доказать справедливость этого утверждения, мы допустим, 
что равенство ( 4 ) справедливо для какого-нибудь п , и докажем, что в 
таком случае оно справедливо и для п-\-\ . Так как оно справедіиво 
для я = 1, то тем самым будет доказана справедливость его для вся¬ 
кого п. 

Диференцируем равенство ( 4 ). В правой части приходится брать 
производные от произведений. Мы будем в верхней строчке писать про¬ 
изведения первого множителя на производную второго, и в нижней — 
произведения производной первого множителя на второй. Найдем, что 

Л п +'(иѵ) _ г Л п + г ѵ Ли Л'Ъ . Л 2 и Л^ѵ . , „ Л п и Лѵ ( 

~Лх п+1 1 Лх Лх п ' 2 Ах* Лх п ~ г ‘ ‘ “ * * "Лк* йх 1 

, г Ли Л п ѵ ЛгиЛ п ~ 1 ѵ , Л а иЛѵ , г Л п+1 и 

’ °ЛхЛх п '~ л Лх 2 Лх п ~ 1 ^ * п ~ л Лх п йх' п йх п ^ Ѵл 


Полагая 

с 0 =с 0 , с^с. + Со, с; = с 2 + с 1в ..., с я =с я +с н _ ѵ с^ г =с я 


получаем: 

Л п+ Циѵ)_ , Л я+1 ѵ ЛиЛ п ѵ ,Л 2 иЛ п ~'ѵ , . , Л п+г и 

ах п+і — 0 й ах п-Ы~Г С і ахс і х п-Г С 2 с І х А (іх п^-Г----Г С пН 


Это равенство составлено по такому же закону, как и ( 4 ). СледоЕа- 
тельно, ( 4 ) справедливо при всяком п. 

Чтобы узнать, чему равны числа С 0 , С г . С„, мы воспользуемся 

тем, что эти числа не зависят от вида функций и и ѵ, т. е. тем, что 
при одном и том же п эти числа остаются одними и теми же при вся¬ 
ком выборе функций и и г». Поэтому примем в ( 4 ) 

и = е ах , ѵ=е Ьх , 


где а и Ь — постоянные. Имеем 

йи „„ &ѵ . . 
-- = ае ах , — — Ь(*> х . 

йх йх 

й 2 и , сРѵ .. . 


В то же время 


й”и „ й п ѵ ,. . 
— = а п е ах , — = Ь п е*> х . 

йх* йх* 


иѵ = е (а+6 > х , ^^ = (а-1~6) я е (а+й)х . 


Вставляя все эти'выражения для производных в (4), получаем 

(а + = С 0 е ах Ь*е Ьх -{- С 1 ае ах Ь п ~'е Ьх +. . ^п^(а + Ь)х' 

Сокращая обе части равенства на е ах -е Ьх , получим 

(а+ Ь)* = С 0 Ь а + С,ай л - 1 + С 2 а 2 Ь*~ 2 + . . . + С я а*. 
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(7) 




Но по биному Ньютона 

(л 4- Ь) п =. Ь' + я аЬ'-і П ^ П ~ - аЧ'-* Н . 

Сравнивая (7) и (8), получаем 

^ ^ _п(п— 1) ^ _п(п — 1)(п — 2) 

Ц)— 2 ’ о ’ и 3 — 


и вообще 


с* = 


2 ’ 3 2-3 

л(л — 1 )(я — 2) . . . (п — к 4- 1) 
1 -2-3 . . . (я—1)л 


Оказывается, что числа С к —так называемые биномиальные коэфициенты. 
Имеем теорему Лейбница: 

Если а и ѵ — функции х , то 

а я пѵ _ й л ѵ . йа й а ~ х ѵ , в (я— \)Л-а й^ г у . . й п и 

йх п В йх п * П йх 4х і 2 йх г Лс" -2 "т”' * ’ йх Ѵ ‘ 


Эта теорема дает возможность иногда легко вычислять производные 
высшего порядка. Например, имеем 


/ 40 

‘ . 1-+-* а*°'Х{ 1 4-л:)~і _ + *)-і 4 «(] +*)-! 

' — йх^ ~ Х йх* + йх™ + 


Далее идут члены, содержащие вторые и высшие производные от х. 
Они все равны нулю, а потому их не выписываем. Так как 


4«Ц\4-х)-'_ „ 40! 

ііх*° ' ’ (1+л)' 


41 


^«(1 +л:)-і 
Ох* 9 


=(- 1 ) 


59 


39! 


(!+*)«’ 


то окончательно 



л:-40! 


+40(—1)39 


39! 

(1 +*) 40- 


(—1)*°40! 


х—1 

( 1 +дг)«- 


Точно так же найдем, что 


й й х з!п х 
Ас 6 


= — X 5ІП ДГ —6 С05 х. 


§ 54. Заключение. 

1. Производной порядка л называется производная от производной 
(л — 1 )-го порядка. 

Диференциалом л-го порядка называется диференциал от диферен- 
циала (я —1)-го порядка. 

2 . Производная порядка р от производной порядка д равна про¬ 
изводной порядка р+д от данной функции. 

Диференциал порядка р от диференциала порядка д равен ди- 
ференциалу порядка р-\-д от данной функции: 

{/ РЦх )} = } (р +ч'{х), а: [№/{х)] = &+ЩХ). 



3. При вычислении диференцизлов диферендиал независимого пе¬ 
ременного надо рассматривать как постоянную величину. 

4. Между производными и диферениналамн различных порядков 
имеют место соотношения: 

іі/ {X) =/'( х)Лх, /'(X) = , 


й*/(х) = /”(х)Лх*, /"'(х ) = 




(*) =/ ѵ (х)Лх*, / ,ѵ (х) = 


а*дх) 


й п Дх) :)іх«, /<")(*) = . 


5. Диференциалы второго и высших порядков от независимого пе¬ 
ременного равны нулю: 

4*х = Л?х = Л*х = . . . = 0. 

6 . Теорема Лейбница: 

а п иѵ Л п ѵ , Ли Л л ~ л ѵ . , Л п и 

йх п и Лх п П Лх ох'* -1 “г (іх п Ѵ ’ 



ГЛАВА ШЕСТАЯ 


ДИФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ И НЕДИФЕРЕНЦИРУЕМЫЕ ФУНКЦИИ. 

Мы ввели понятие о производной и установили ряд теорем и пра- 
виі, дающих возможность вычислять производные от самых разнообраз¬ 
ных функций. 

В этой главе мы снова рассмотрим понятие производной. Увидим, 
что это понятие более сложно, чем оно кажется на первый взгляд. 

§ 55. Различные типы производных. 

Производной непрерывной функции 


У=/М 


мы назвали предел отношения 


/(х + к) — /(ЛГ 
4л: А 


(I) 


при Л, стремящемся к нулю. При этом при вычислении предела мы 
предполагаем, что меняется только Л. Что касается аргумента х у то мы 
мыслим, что он не меняется, а имеет одно из возможных для него зна¬ 
чений, безразлично какое. При этих условиях, вычислив предел отно¬ 
шения (1), мы найдем общее выражение производной. Если же мы в 
(1) дадим х какое-нибудь вполне определенное значение с и вычислим 
предел отношения 

/(с + А)— /(с) 


к 


( 2 ) 


то мы найдем не общее выражение производной, т. е. не і'(х)> а только 
ее значение в точке с , т. е. / (с). Для ясности дальнейших рассуждекий 
мы и будем пока рассматривать не общее выражение производной, а 
только ее значение в некоторой точке с, т. е. будем рассматривать не 
предел отношения (1), а предел отношения (2). 

Само отношение (2) есть некоторая функция А. Обозначая ее через 

щу. 


Ф(А) 


/(с + й)-/(с) 


А 


(3) 


мы видим, что наша задача о вычислении предела отношения (2) есть 
не что иное, как задача о вычислении предела некоторой функции. 
Но мы знаем, что вопрос о пределе функции достаточно сложный. 
Действительно, пусть ф(х) — какая-нибудь функция и с — некото¬ 
рое значение аргумента х . В таком случае, если функция ф{х) стре¬ 
мится к одному и тому же пределу, по какому бы закону х ни 

Ы 



стремился к г справа, то этот предел функции называется ее правым пре¬ 
делом. Если же при бесконечном приближении х к с справа функция 
или не стремится ни к какому пределу, или, хотя и стремится, но к 
различным пределам, в зависимости от того закона, по которому х 
приближается к с справа, то в этом случае функция в точке с не имеет 
правого предела. 

Итак, функция в данной точке может иметь правый предел, но мо¬ 
жет его и не иметь. 

Точно так же в данной точке с функция может иметь левый предел, 
но может и не иметь его. При этом она его имеет только тогда, когда 
она стремится к одному и тому же пределу, по какому бы закону х 
ни приближался к с слева. 

Только тогда, когда функция имеет и правый и левый пределы, при¬ 
чем ояи равны между собой, т. е. только тогда, когда функция стре¬ 
мится к одному и тому же пределу, по какому бы закону х ни прибли¬ 
жался к с у справа, слева или иначе,—только в этом случае говорят, что 
функция имеет обыкновенный предел в точке с. 

Итак, возможны следующие случаи: в данной точке функция может 
иметь: 


1 ) обыкновенный предел, 

2 ) правый предел, щ 

3) левый предел, 

4) никакого предела. 

Заметив это, вернемся к вопросу о производной функции /(х) в 
точке с . Чтобы найти эту производную, мы должны найти предел функ¬ 
ции 

т= лс+-)~т (5) 

при Н —>-0. Так как здесь речь идет о пределе функции, то логически 
мы должны предполагать возможность всех случаев, перечисленных в 
табличке 4. Но когда мы ввэдили понятие производной, то мы прини¬ 
мали во внимание только тот случай, когда отношение (5) имеет обык¬ 
новенный предел. Теперь, принимая возможность и других случаев, мы 
должны расширить понятие о производной. 

При вычислении предела отношения 

/(* + * ) -/(*) 

А 

назовем данным значением аргумента, или данной точкой, то значение, 
которое приписывается в этом выражении аргументу х . 

Определение . Тот предел, если он существует, к которому стре¬ 
мится отношение 

/(X + А) —/(х) 

А 

когда А стремится к нулю справа, т. е. когда А бесконечно ума- 
ляется, принимая только положительные значения, назовем правой 
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производной функции у=/(х) и будем эту производную обозна¬ 
чать или так: у\, или так: 

Тот предел, если он существует, к которому стремится отноше¬ 
ние 

/(* 4- к)—Дх) 
к 

когда к стремится к нулю слева, т. е. когда к бесконечно ума* 
ляется, принимая только отрицательные значения, назовем левой 
производной функции у =/(х) и будем ее обозначать или так: 
У_, или так:/_(х). 

Если правая и левая производные в данной точке равны между 
собой, т. е. если отношение 

Дх + к) —/(х) 
к 

стремится к одному и тому же пределу, по какому бы закону к 
ни умалялось, то этот предел назовем просто производной функции 
у=/(х) и будем ее обозначать или так: У, или т.< ?‘(х). 

Если в какой-нибудь точке с функция ?(х) имеет и правую и левую 
производные и если эти производные не равны между собой, то говорят, 
что функция /( х ) имеет в точке с две производных. Когда же эти про¬ 
изводные равны, то говорят, что функция Дх) имеет в точке с только 
одну производную. 

Мы видели, что существуют функции, имеющие только одну произ¬ 
водную. Таковы, например, все элементарные функции. Могут ли суще¬ 
ствовать функций с двумя производными? 

§ 56. Функции с двумя производными. 

Из аналитической геометрии известно, что тангенс угла наклона пря¬ 
мой, данной уравнением 

у = кх -{- Ь у 


равен к — коэфициенту при х . Пусть эта прямая проходит через две 
точки (дгр у г ) и (х 2 , у 2 ). Тогда 

у г = кх + Ь, у 2 =кх г +Ь, 

откуда 

у 2 —у г = к (х 2 —х г ), к = ^~Г • 


Обозначая через а угол наклона прямой, так что к = і%а, заклю¬ 
чаем: 

Тангенс угла наклона прямой, проходящей через 
две точки (х ѵ у 2 ) и ( х 2 , у 2 ), определяется по формуле 




Уч 



Мы сейчас воспользуемся этой формулой. 


(О 
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К понятию о производной мы пришли, рассматривая задачу о каса¬ 
тельной. При этом мы рассуждали так: на кривой (черт. 15), изображаю¬ 
щей непрерывную функцию 

У=/(*). 


мы брали произвольно точку М(х , у) и через нее и достаточно близкую 
к ней точку М 9 проводили секущую. Обозначая через а г угол ее на¬ 
клона, мы получали равенство 




’ 


Переходя к пределу в предположении, что Дх—>0, мы заключали, 
что 

где а — угол наклона касательной. При таком изложении нам казалось 
несомненным, что отношение 

1у 

Ьх 


имеет единственный вполне определенный предел, который мы и на¬ 
звали производной данной функции. Но ясно, что притти к такому за¬ 
ключению мы могли, только предполагая, что точка М есть обыкновен¬ 
ная точка, т. е. точка с единственной касательной. Но, как известно, 
возможны кривые с угловыми точками, т. е. с точками, в которых кривая 
имеет не одну, а две касательные. Как раз эту возможность мы не при¬ 
нимали во внимание, когда вводили понятие о производной. Примем ее 
теперь. 



Пусть М(ху )—угловая точка на кривой АМВ и ЛГ—достаточно 
близкая к ней точка (черт. 16). Эту точку М мы можем взять или справа 
от АГ, или слева. В том и другом случае, когда мы от точки М пере¬ 
ходим к ЛГ, координаты точки М получают некоторые приращения Дѵ 
и Ду, а потому координаты точки № будут х-\-Ьх и При 

этом, если ось Л* горизонтальна и направлена слева направо, то Д*>0, 
если М' справа от М, и Д*<0, если ЛГ—слева от М . 
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Обозначим через а угол наклона секущей, проходящей через точки 
Ж и УИ'. Согласно формуле (1) имеем: 


1%а 


і 


(у 4- Ду) — у 
(х + ±х)—х' 


а потому 



( 2 ) 


Пусть попрежнему а — угол наклона касательной. Если М’ прибли¬ 
жается к М справа, то из (2), переходя к пределу, заключаем, что 


Лу 

і§а = 1іт 7 =- 


( 3 ) 


Но если М т приближается к М слева, то 




я = 1іт 


Ду 

1х * 


(4) 


Различие между (3) н (4) заключается в том, что при переходе к пре¬ 
делу в (3) приращение Дл: стремится к нулю, принимая только положи¬ 
тельные значения, но в (4) оно стремится к нулю, принимая только 
отрицательные значения. Как раз на эту возможность для Дх стремиться к 
нулю, принимая или только положительные значения, или только отри¬ 
цательные, мы раньше не обращали внимания. 

Так как кривая в точке М имеет две касательные, то (3) и (4) должны 
дать для 1§а два различных значения. Следовательно, в этом случае от¬ 
ношение 

Дѵ 

Ьх 


будет стремиться к различным пределам, смотря потому, как бесконечно 
умаляется Дл*, принимая или только положительные значения, или только 
отрицательные. Поэтому в правой части равенства (3) мы имеем пра¬ 
вую производную, а в равенстве (4) — левую производную. Для одной 
касательной мы имеем 


а для другой 




Так из геометрических соображений >мы приходим к заключению, что 
возможны непрерывные функции, имеющие, по крайней мере в неко¬ 
торых точках, две производные, правую и левую, не равные между 
собой. 

§ 57. Функции, не имеющие производной. 

Рассмотрим функцию 

/(•*) == Х ®ІП ~ • 0) 


Для этой функции точка х = 0 есть точка неопределенности, потому 
что выражение зіп — в этой точке не определено. Но легко видеть, 
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что 


Ііш Дх) = 0, (2) 

.г —>0 

а потому функция Дх) имеет в точке х 
.значение. Поэтому мы примем, что 

/( 0 ) — 0 . 

Переписав равенство (2) в такой форме: 

1ІТП /(*)=/(()), 

Х—*0 

мы видим, что функция Дх) имеет в точке х = Оконечный предел, 
равный ее значению в этой точке. Следовательно, функция Дх) непре¬ 
рывна в точке х = 0. Вычистим ее производную в этой точке. Для 
этого мы должна найти предел отношения 

/(0+Л)-/(0) 

к 

Ясно, что 

/(0 "Н А) —/(0) = /г ${п , 

а потому 

/(0 4 - 6 ) —/(о» і 

Л ЗШ А ' 

Но если к —>*0, то правая часть, а потому и левая, не имеют предела. 
Следовательно, функция Дх) в точке д; = 0 не имеет производной. За¬ 
ключаем: 

Возможны непрерывные функции, не имеющие производных, по 
крайней мере, в некоторых точках. 

Заметим, что доказано существование непрерывных функций, не 
имеющих нигде производных*). 

« § 58. Диференцируемые функции. 

Все функции, с которыми мы до сих пор встречались, имели вполне 
определенную производную. Они были так называемыми диференцируе- 
мыми функциями. 

Функция называется недиференцируемой в данной точке, если она 
в этой точке или не имеет совсем производных, или имеет их две, 
правую и левую. 

Функция называется дифереицируемой в данной точке, если 
она имеет в данной точке только одну производную. 

Функция, диференцируемая во всех точках интервала, назы¬ 
вается дифереицируемой в этом интервале. 

Все функции, которые фактически нам будут встречаться, будут 
иметь только одну производную. Причина заключается в том, что фак¬ 
тически мы будем иметь дело только с элементарными функциями и их 
комбинациями в конечном числе. 


*) Такие функции изучаются в теории функций действительного перемен¬ 
ного. 
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-=• 0 так называемое истинное 

( 3 ) 



Элементарными функциями мы назвали следующие: 

\п\х\, 

зіпл;, С05ЛГ, 

агс 8Іп х, агесозлг, агс^д:, агсс^лг. 

Как мы видели, все они, а потому и функции, составленные из ком¬ 
бинаций их в конечном числе, имеют производные. 

Так как и во всех основных приложениях анализа, т. е. в его при¬ 
ложениях к механике, физике, астрономии, тоже приходится иметь дело 
только с функциями, имеющими производные, т. е. с диференцируемыми 
функциями, то 

в дальнейшем мы будем изучать свойства только диференцируе- 
мых функций, а потому при теоретических рассуждениях относи¬ 
тельно свойств функций всегда будем предполагать, не указывая 
каждый раз на это, что рассматриваемые непрерывные функции 
имеют одну производную. 

Тот отдел математики, который изучает свойства непрерывных функ¬ 
ций, не имеющих производных, называется теорией функций действи¬ 
тельного переменного. Все же те отделы, которые изучают свойства 
дкференцируемых функций, объединяются в одно целое псд общим на¬ 
званием классического анализа. Диференциальное исчисление, следо¬ 
вательно, есть одна из частей классического анализа. 

Читатель должен также обратить внимание на то, что 

мы будем говорить, что функция /(х) имеет в точке с произ¬ 
водную во всех тех случаях, когда отношение 

Дс + к)-/(с) 

к [ 4 

при к — >0 имеет предел, причем безразлично, конечный или бес¬ 
конечный. 

Само собой разумеется, что если предел бесконечен, то и значение 
п юизводной в точке с бесконечно. 

Это надо иметь в виду, потому что в настоящее время многие уче¬ 
ные уславливаются считать, что функция Дх) имеет производную в 
точке с только тогда, когда предел отношения (1) конечен. Если же он 
бесконечен, то они говорят, что в точке с функция не имеет произ¬ 
водной. Следовательно, если 

Дх) = ^х =* 3 , (2) 

И 



то они скажут, что в точке ;с = 0 функция ( 2 ) не имеет производной; 
мы же скажем, что она бесконечна. 

§ 59. Заключение. 

Диференцируемыми функциями называются функции, имеющие 
одну производную. 

В диференциальном исчислении изучаются только диференцируемые 
функции. 
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ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


СТРОКА ТЕЙЛОРА И СТРОКА МАКЛОРЕНА ДЛЯ МНОГОЧЛЕНА. 

Понятие производной, примененное к многочлену, дает два замеча¬ 
тельных равенства, известных под названием строк Тейлора и Макло- 
рена для многочлена. 

§ 60. МНОГОЧЛЕН. 

Во введении в анализ (гл. XXII, § 157) мы видели, что слово .одночлен * 
употребляется в двух смыслах. 

Одночленом в широком смысле слова называют всякое выра¬ 
жение, которое в данный момент рассматривают как одно число, 
как один член. 

Одночленом в тесном смысле слова называется всякое выраже¬ 
ние вида 

сх т уА... г р , 


где с — постоянное, г — переменные. 

Сумма показателей 

ш + я + ••• “Г* Р 


называется измерением, или степенью, одночлена. 

Ниже, в этой главе, мы будем употреблять понятие одночлена ис¬ 
ключительно только в тесном смысле слова. 

Функция называется многочленом, или полиномом, если она пред¬ 
ставляется математическим выражением, над аргументами которого про¬ 
изводятся только действия сложения, вычитания, умножения и возвы 
шения в целую и положительную степень. 

Так, например, функция 

/М = (2 + *-) ; ' (1) 

есть многочлен. 

Всякий многочлен может быть представлен после соответствующих 
преобразований как сумма одночленов с целыми и положительными по¬ 
казателями. 

Так, например, функция (1) может быть представлена в форме 
/(*) — 8 + 12л; 2 + 6-г* + * 6 . 

Если мы имеем два многочлена, представленные как суммы одночле¬ 
нов, например 

А = Зх 2 у — 5лгу 3 -|- 7 л:* 4 , 

Д=8лг* + 9* 2 * 3 + 11л 9 

и если мы их сложим или перемножим, то в результате, очевидно, по¬ 
лучим сумму одночленов, т. е. многочлен. Так как возведение в целую 



и положительную степень есть частный случай умножения, то, следо 
вательно, 

всякая целая и положительная степень многочлена есть тоже мно¬ 
гочлен. 

Так, например, если к — целое число, то выражение 

(х + А) А 

есть многочлен. Как таковое оно может быть представлено в виде суммы 
одночленов типа сх р к я . Также и всякое выражение вида 

а а + о г {х-]гк)-\-а^к-\-Н)" +...+ а п (х-\-Н) п , 

есть многочлен*) и может быть представлено суммой слагаемых типа сх р 
Пусть мы имеем некоторый многочлен Дх) степени т у расположен¬ 
ный по степеням х: 

Л‘) = а 0 + о 1 д: + й 2 д:--і- ... -\-а т _ іХ т -'-\-а т х т . (1) 

Заменив х через х-\-к, получим равенство 

Дх + А) = а 0 -^аДх к) -\-аДх 4- к)* .. -\-а т {х -\-к) т , (2) 

в котором правая часть есть некоторый многочлен от двух переменных 
х и к и может быть представлена как сумма одночленов вида сх р №. 
Наивысший показатель, с которым в эти од ючлеиы входит А, очевидно, 
равен т. 

Все эти одночлены мы мысленно разделяем на группы, соединяя в 
одну группу все те одночлены, в которых к входиг в одной и той же 
степени. Сумму тех одночленов, в которых к не входит, обозначим 
через Л 0 . В сумме тех одночленов, в которых к входит в первой сте¬ 
пени, выносим к за скобки и коэфициент при А обозначим через А ѵ 
Вообще в той группе членов, в которые А входит в степени А, выно¬ 
сим к к за скобки и коэфициент при А* обозначаем через А к . Теперь оче¬ 
видно, что правая часть (2) может быть представлена в такой форме: 

Дх-\-к)= А 0 + АДі + АДР +... -Ь 

и мы получаем основное для нас положение: 

Если /(х) — некоторый многочлен т-й степени относительно х: 

/(дО = а 0 + «і*+%* г + ••• + «'"*"> (О 

то /(х+й) есть тоже некоторый многочлен относительно к сте¬ 
пени т: 

Дх + к) = А 0 + АДі + АДР +... + А „А” (2) 

причем коэфициентами в нем при различных степенях к служат 
некоторые многочлены относительно х. 

Когда Дх -р А) представляют в виде многочлена, расположенного по 
степеням А, то говорят, что Дх~\-к) разлагают по степеням А. 

Для дальнейшего сделаем два следующих замечания. 


*) Необходимо обратить внимание на то, что для этого заключения не надо 
знать формулы бинома Ньютона, которая здесь и в дальнейшем не предполаіа- 
ется известной. 
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Замечания. 1. Если р и к — целые положительные числа и /?<[ к, 


то 


йх* 1 

гг=***-' 

-*=*(*_!) д*-., 

яа х к 

- = к(к-\){к-2)х к - з, 


0) 


дрх к 

йх к 


= к (к — 1)(А — 2). 


•(*— Р+ \)х к ~Р, 


и ясно, что 


а’Чх') 

йх к 


= к{к — 1)(А — 2)... 3-2-1= А! 


( 2 ) 


В правой части стоит постоянная величина, а потому 
_й к+ Цх к ) _й к+3 {х к ) _ _ 

йх к+1 йх к + 3 йх к+3 "'' ’ 

т. е. все производные от х к порядка большего, чем к, равны нулю. 

2. Пусть 

г^Дх + к). 

Рассматривая х как произвольное постоянное, а к — как переменное, 
вычислим производную от г по А. Полагая 

и = х-\-к 


и применяя теорему о производной функции от функции, имеем 
йг аДи) 
йк йк 




■следовательно, 


а потому аналогично 


<*/(* +А) 

йк 


/(* + А), 


<* г Л*4~А) 

йк 3 

(РДх + к) 
йк 3 


=/"(* +А), 

=/"(* +А) и т. д. 


§ 61. Строка Тейлора для многочлена. 

Пусть 

/(•*) = <*<>+ <*!•* +в,* 2 4- ••• + й я ,* т (1) 

— многочлен т-й степени. Каково бы ни было А, имеем 

Л* 4 А) =/1 0 -}--{-Л 2 А 2 + .-|_4 т Л т , (2) 

где коэфициенты Л 0 , И 1 , Л 2 ,...— многочлены относительно х. 
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Поставим себе задачу: определить, чему равны эти многочлены 

А>» ^2» • • • » 

Легко найти выражение для первого из них, т. е. для А 0 . Равен¬ 
ство (2) справедливо, каково бы ни было А. Полагая в і ем А равным 
нулю, получим: 

/Ы = Ло- 

Следовательно, коэфициентом А 0 служит как раз данный многочлен. 

Чтобы-получить выражение для А д , будем рассуждать так: равен¬ 
ство ( 2 ) имеет место при всяких значениях хи к. Коэфициенты А 0 , 
А л ,.., А т зависит только от х, потому что А в них не входит; следо¬ 
вательно, если мы дадим х какое-нибудь значение, то тогда и коэфи¬ 
циенты получат некоторые значения, причем эти коэфициенты будут со¬ 
хранять свои значения* как бы потом мы ни меняли А, лишь бы при 
этом не менялось значение х. Будем же в равенстве (2) рассматривать х 
как произвольную постоянную величину, а А — как переменную и возьмем 
производную по А от обеих частей равенства (2). Так как на коэфи¬ 
циенты А 0 , і 4 д , ... надо смотреть как на постоянные, то получим ра¬ 
венство 

Г(х + к) = А Л + 2А 2 к + ЗА а к* тА т к т ~ 1 , (3) 

справедливое при всяком А. Полагая в нем А = 0, найдем 

/•(х) = А г . 

Коэфициент А г вычислен. Чтобы получить коэфициент А 2і диферен- 
цнруем равенство (3) по А, опять рассматривая х как постоянную ве¬ 
личину. Получим: 

Я* + А) = 2А 2 + 3 • 2А 3 к + 4 • ЗЛ 4 Л* + ... +- т (т — 1 )А т Н т ~*. (4) 

Полагая здесь А = 0, найдем, что 

Г(х) = 2А 2 , = Щ. 

Диференцнруя теперь по А равенство (4), получим 
/"'(х + А) = 3 • 2 А з + 4 • 3 • 2А і к + ... + т {т — 1) (т — 2)А т к п -». (5) 

Так как все ненаписанные члены содержат А по крайней мере в первой 
степени, то при А = 0 они обращаются в нуль, а потому, полагая в 
^5) к = 0, найдем, что 

Г{х) = 3-2А Ѣ , 

Теперь ясен метод для вычисления всех искомых коэфициентов. Чтобы 
вычислить коэфициент А к , берем основное равенство (1) и, рассматри¬ 
вая х как произвольное постоянное, диференцируем его к раз по А. 
При всяком диференцировании показатель степенной функции понижа¬ 
ется на единицу. Поэтому после диференцирования* повторенного к раз, 
в равенстве (1) исчезнут все члены, в которых показатель у А меньше 
А. Все же члены, в которые А входит с показателем, большим, чем А, 
будут еще содержать А в некоторой степени. Так, например, член 
Л* +] А * +1 после А-кратного диференцирования будет содержать А в пер¬ 
вой степени. 


7 Диференциальное исчисление. 
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Теперь ясно, что 

;ь( х + Н) = к[к— \)(к — 2).. .3 *2-1Л* +..(6> 

где все ненаписанные члены содержат к по крайней мере в первой сте¬ 
пени. Поэтому, полагая в (6) к = О, найдем, что 

/Л/у) 

/<*Ч*) = *(А-1)---3-2.М,, = (7) 

и это равенство справедливо при всяком к. 

Мы видим, что сущность доказательства заключается в следующем г 
диференцируя т раз по к равенство 

Л* + й) = Д ) +Л 1 А + Л,А я + ...+.А я йі'", (8). 

мы получаем равенства 

] , (х-\-к) = А г -\- 2 А г к + ЗЛ,А2 +... 

/’ (лг 4- А) *= 2 ■ \А % + 3 • 2А 9 к +... 

/"(х -|- А) = 3 • 2і4, 4 • 3 ■ 2і4 4 А 


/!*>(* +А) = А(А — 1 )... 2 -Ы, + ... 


/<«я)( л + А) = т ( т _1)(от_2)...3.2.и, я . 

Полагая й них й = 0, находим 

/(д:)==і4 0 , / , (х) = А 1 ,..., /*(х) = к\-А м , /■(*) = «!-Л,,, 


а потому 


Л 0 —/(■*)> —/*(•*)> — 2| 1 — 


м 

А! 


Вста&іяя же эти значения в (8), получаем теорему: 

Если /( х ) — многочлен т-й степени, то всегда 

Пх) ь2 . /"'(•*) ьз . Г Чх) 

2 ! 


Дх + к) =/(•*) +/>(х)к + '-И' А 2 АЗ Ч-'-^ А* +... 




3! 

/ т (*) 

т! 


к т . 


(»> 


Это равенство известно под названием формулы, или строки Тей¬ 
лора. Как мы видим, в правой части ее стоит многочлен /я-й степени 
относительно х ; коэфициентамк же при различных степенях к служат 
многочлены относительно х; эти многочлены есть не что иное, как 
производные различных порядков от данного многочлена; степень каж¬ 
дого из них на единицу меньше степени предыдущего, потому что при 
диференцировании многочлена степень его понижается на единицу. Легко 
также видеть, что коэфициент при последнем члене, т. е. при А да , ра¬ 
вен постоянной величине, хотя внешним образом в нем и фигурирует 
х. В самом деле, 

/ {т) (х) т(т —1)(/я—2)... 3-2 -1 _ 

т\ 1*2*3 ... (/я— 1 )т Ст ' 
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Наконец, заметим, что в (9) как лг, так и А, — совершенно произ- 
вольные величины. Если же мы дадим х вполне определенное числовое 
значение, то тогда в правой части надо взятъ значения производных 
как раз при выбранном значении х. Например, полагая в (9) х = с > 
получим 


/(« + *)=/(<) 


Г[С)Н Г№ % 
1 “ | ~ 1-2 


• • • + 


/(”)(ф т 

1-2-3 .. .т ' 


Рассмотрим пример. Пусть дан многочлен 

/(х) = 3х — дс 3 . 


Так как он третьей степени, то при всяком х 


/(*+Л) =/<*)+/(*)А 


/"( х)Н 3 Г(х)& 

1-2 ^ 1-2-3 * 


В частном случае при х = 2 имеем 

л2+ н) =/(2)+ нт +- 

Но 

/(*) — З-З* 3 , /'(*) = -6х, /"(*) = -6, 

а потому 

/(2)=-2, /'(2) = —■ 9, /'(2) = -12, /”(2)=-6 


и окончательно 

/(2 4- Л) = — 2 — 9А — 6А* — А 3 . 


Формулу Тейлора, применимую ко всякому многочлену, применим 
к многочлену самой простой формы, полагая в (9) ' 

Дх) = х т , 

где т — целое положительное число. Имеем: 


Л* 4" А) = (* 4- Н) т , 

и так как 

/ , {х)=тх т ~ 1 , /’(х) = т(т—1)х т ~ 3 , /"’{х) = т(т —1) (т —2)х т-3 ,... 
и вообще 

/*(*) = т (т — 1) (т — 2)... (от — к 4-1) х"-*, 


следовательно: 

(х 4- Н) т = х т 4* тх т ~ 3 Н 4" т ^~2 ^ 4* • • • + 

I *»(«—1).. -3-2-1 
“1-2-3...(«— 1) т ' 


(П) 


Мы получили бином Ньютона как частный случай строки Тейлора. 
Но заметим, что на этот вывод можно смотреть не только как на про¬ 
стую проверку, но и как на доказательство би нома только при условии, 
что при выводе самой строки Тейлора мы неявно не пользуемся уке 
формулой бинома. Но при доказательстве строки Тейлора мы прибе¬ 
гали к дифференцированию целой степени. Поэтому, если для вывода 
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производной от х т уже пользуются биномом Ньютона, то на вывод ра¬ 
венства (11) нельзя смотреть как на доказательство бинома, а можно на 
него смотреть только как на выяснение связи между биномом и строкой 
Тейлора. Но если мы выводим выражение для производной от не 
прибегая к биному Ньютона, тогда в равенстве (11) мы имеем доказа¬ 
тельство его. 


§62. Строка Маклорена для многочлена. 

Если Дх )— многочлен т -й степени, то 

к т / т (х) 


Дх+к)=Дх) 


Н/(х) НУ(х) 

1 2! 1 Г 


от! 


где хи к могут иметь какие угодно значения. Полагая х = 0, полу¬ 
чим равенство 

Н т / т ( 0 ) 


/(й 1 =/( о, + № + ‘-т + ... + 


т\ 


Заменим здесь символ к символом х , причем под х мы снова разумеем 
какую угодно величину. Получается 

Теорема . Если /(х) — многочлен т -й степени, то 


Дх)=/(0Н 


т х+ €в^ + г 


1 


У т (0) 


ті 


■х т . 


( 1 ) 


Это равенство известно под названием строки Маклорена для много¬ 
члена. Как мы видйм, правая часть этого равенства представляет как 
раз данный многочлен, расположенный по степеням х. Таким образом, 
формула Маклорена дает выражение коэфициентов многочлена через 
значения его производных. 

Эту формулу легко было бы получить прямо, не пользуясь строкой 
Тейлора. Для этого диференцируем несколько раз равенство: 

/(*) = а 0 + а 1* + а 1!* 2 + о 3 х 3 -\ -ь а т х т . 

Получаем: 

/(х ) = + 2 а 2 х + 3 а 3 х 2 -\— • 

/ г (х ) = 2д 3 -|- 3 • 2а 3 х 2 -+- . . . 

== 3 • 2 • 1 • Яд -[“ 4 ■ 3 • 2 • а^х ... (2) 

/(*>(*) = *(* — \)(к — 2) . ,3.2.Ьа л +. . . 


Все ненаписанные члены содержат х по крайней мере в первой сте¬ 
пени; поэтому при х = 0 они обращаются в нуль. Следовательно, по¬ 
лагая в (2) и (3) х~ 0, мы имеем 


откуда 


/(0) = а 0 , /(0) = *л Г(0)-2* г Г(0)-З.2а 3 , . . . 


— /(0), о л = 


_/( 0 ) 


/'(0) 
2 ! ' 


/"'( 0 ) 
3! ’ 


Подставляя же эти значения в (2), получим (!). 
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Равенство (1) справедливо, каков бы ни был данный многочлен Д х ). 
Пусть же 

Дх) = {а + х)". 

В таком случае 

/'(*) = «(<* + *)"*-], /'(х) = т(т — 1)(а + *) и - 2 , 
Г п (х)^т(т-\){т-2)(а + хГ-\ .... 

и, следовательно, 

ДО) = а т , /(0) = та т ~\ Д(0) = т (т — 1 )а т 
/“"(0) = ій(/и — 1)(от — 2)а т "», . . . , 

а потому 

(а х) т = а т -}~ та т ~' х-\- т —-а да - 2 х*-|- . . . —)—лг" 1 . 


и мы снова получили формулу бинома Ньютона для целого положи¬ 
тельного показателя. 

Формула Маклорена была нами выведена сначала из формулы Тей¬ 
лора, а потом самостоятельно. Легко видеть, что обратно — из формулы 
Маклорена нетрудно вывести строку Тейлора. В самом деле, допустим, 
что мы знаем, что, каков бы ни был многочлен <р(*) степени т , всегда 


Дх) = у{0) 


(р'іО)д: , <р"(0);с 2 , , у к {0)х т 

~Г + ~2 Т + • • ' + тп~ 


(3) 


и пусть /(х)— произвольно взятый многочлен степени т. Мы знаем, 
что /(х-\-к) есть многочлен т- й степени относительно А. Обозначая 
этот многочлен через <р(А), мы по предположению имеем (3), где вместо 
х надо поставить А. Но если 

т =дх+к, 

то 

*'<А) =/(* + *). ? "(А)=Я* + А), <р ”(*)=/’"(* + *)> • • • . 


и, следовательно, 

*(<))=/(*), <р'( 0 ) =/(*), <р"( 0 )=/(х), ч"Щ=/"(х), 


а потому (4) обращается в равенство: 

Дх + к) =Дх) + № + к ^р- 4-. 


к т / т (х) 

т\ 


и мы снова получаем строку Тейлора. Таким образом, строки Тейлора 
и Маклорена внутренне связаны между собой. 


§ 63. Различные формы строки Тейлора. 

Так как в равенстве 


/(* + А)=/(х) + 


/(х)к ./"(х)к’- 

і "Г 2 ! ’ • 


/ т (х)к" 

ті 


( 1 ) 


1 
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где /(. к) — многочлен т -й степени, величины х и Н совершенно произ¬ 
вольны, то, приписывая им различные значений, мы будем получать 
различные формы для строки Тейлора. Стоит, например, написать, что 


/(*)=/<<>+*) 

и заменить в (1) х через 0 и А —через х, как мы получим строку 
Маклорена : 


1(х) =/(0) + 


/Щх . Л О)* 2 


1 


2! 


+ 


? т {0)х т 

т\ 


( 2 ) 


Вообще же если а — произвольно взятая величина, то всегда можно 
написать, что 

Д*)=Л«+ (*-«)]. 


а потому, принимая в (1) л: = а, Н = х — а, получаем равенство 
/(*) =/(«) + (*-<«)/'(а) + ІХ ~-* )2 - Г(а) + . . . + ( х ~ . а ^ а ) 


Полагая же здесь х=Ь у заключаем, что 

если /(дг) — многочлен т-й степени и а и Ь — два произвольно взя¬ 
тых числа , то 


т=т -ь (*- «)/(«)+ 


{Ь- а )’Г{а) 

2 ! 


+ 


(А —а)”/” (а) 
т\ 


§64. Заключение. 

Если /(х) — многочлен т -й степени, то 

Ы(х) , АГ(*) , , А" , /*(х) 


/(* + *)=/(*Н 
/<*)=/<0) 


1 ! ' 2 ! 

*/(0) , л:Г(0) 
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{х-а)Г(а) [ (х-аГПа) 
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(х — а) т / т (х) 
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ГЛАВА 


ВОСЬМАЯ 


КЛАССИФИКАЦИЯ ФУНКЦИЙ С ТОЧКИ ЗРЕНИЯ ИХ ТЕЧЕНИЯ. 

Классификация функций может быть проведена с различных точек 
зрения. Так, например, когда обращают внимание на те действия, с по¬ 
мощью которых из значений аргументов могут быть получены значения 
функции, то все функции разделяют на рациональные, алгебраические и 
трансцендентные. 

Мы здесь рассмотрим классификацию функций с точки зрения так на¬ 
зываемого их течения. При этом нам придется встретиться с целым ря¬ 
дом понятий, из которых некоторые нам уже знакомы. Но для полноты 
и целостности общей картины мы, хотя и кратко, остановимся также 
и на них. При этом раз навсегда условимся, что если только явно не 
будет указано противное, то все функции, о которых будет итти речь, 
должны предполагаться в рассматриваемых интервалах непрерывными. 

Наиболее удобным и наглядным способом представления функций 
является изображение их кривыми в декартовой прямоугольной системе 
координат. Поэтому, говоря о функции, мы постоянно будем иметь 
в виду и ее геометрический образ. В связи с этим часто будем поль¬ 
зоваться геометрическим языком. Так, например, вместо того чтобы го¬ 
ворить о значениях функции, мы нередко будем говорить об ордина¬ 
тах кривой* 


§65. Область точки на прямой. 

Точкой, лежащей внутри интервала, называется всякая точка, лежащая 
между концами интервала, но не совпадающая ни с одним из его концов. 

Интервалом около точки с называется всякий интервал [р, д), 
внутри которого лежит точка с . 

Эта точка может лежать как угодно близко к одному из концов, 
но она не должна совпадать ни с одним из них (черт. 17). 

Середина интервала называется его центром. 

Определение . Областью, или окрестностью точки с на прямой 
называется всякий достаточно малый интервал, построенный около 
точки с. 

Это наиболее краткое определение. В применении к теории функций 
понятие „области точки * может быть определено и так: 

Когда утверждают, что функция обладает каким-нибудь свой¬ 
ством в области точки с ч то это значит, что функция обладает 
этим свойством во всяком достаточно малом интервале около точки 
с % т. е. во всяком интервале около с , длина которого меньше не¬ 
которой положительной величины. 

Эта положительная величина, как общее правило, бывает различной 
'Не только для различных утверждений, но и для одного и того же 
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утверждения дня различных точек. Так, например, пусть функция }(х) 
изображается кривой на чертеже 18. Значение ее в точке с положительно. 
Но ясно, что мм не имеем права сказать, что данная функция везде 
положительна, потому что, например, при х — й значение ее изобра¬ 
жается отрицательной ординатой. Но мы можем построить около с на¬ 
столько малый интервал ( р , д) 9 что для всех точек этого интервала 
функция положительна. И вот вместо того, чтобы сказать: данная функ¬ 
ция положительна внутри всякого достаточно малого интервала 
о соло точки с, говорят короче так: данная функция положительна 
в области точки с. 

Подобным же образом мы скажем, что значения функции в области 
точки и отрицательны. 



§ 66. Об интервалах. 

От понятия области точки надо отличать понятие области существо¬ 
вания функции. Если мы имеем какую-нибудь функцию Дх ), то очень 
часто ее аргумент не может принимать всевозможных значений. 

Совокупность всех тех значений, которые может принимать 
аргумент данной функции, называется областью существования 
данной функции. 

Так, например, если 

у = \/2=7+ • ( 1 ) 

то х может принимать только такие значения, при которых оба под¬ 
коренные количества положительны. Эти значения должны удовлетво¬ 
рять неравенствам Следовательно, областью существования 

функции (1) служит интервал (1, 2). Если аргумент функции может 
принимать любые значения, то принято говорить, что областью ее 
служит интервал от — сю до-I-оо. Но если даже аргумент функции 
может принимать всевозможные значения, то мы всегда можем ограни¬ 
чить область его изменения. Мы можем из каких-либо соображений 
исследовать свойства функции, принимая во внимание только те значения 
аргумента, которые лежат на некотором интервале (а, Ь). 

Если в данный момент рассуждения принимают во внимание 
только те значения аргумента, которые лежат на интервале (а, 6), 
то говорят, что функцию рассматривают на интервале (а, Ь). 

В различных интервалах функция может обладать различными свой¬ 
ствами. Так, например, функция, изображенная кривой на чертеже 18, 
положительна на интервале (/?, и отрицательна на интервале (г, $). 
Поэтому, когда речь идет о свойствах функции, то всегда необходимо 
указывать, какой имен іо интервал имеется при этом в виду. 

Когда рассматривается интервал, то при этом его концы иногда 
принимаются во внимание, иногда же оба они или один из них исклю¬ 
чаются из рассмотрения. 
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Интервал (а, Ь) называется закрытым, если при суждении о 
нем принимаются во внимание оба его конца. Он называется от¬ 
крытым, если рассматриваются только его внутренние точки, концы 
же его исключаются из рассмотрения. Наконец, интервал называ¬ 
ется полуоткрытым, если принимается во внимание только один 
его конец, другой же исключается из рассмотрения. 

Следовательно, если интервал (я, д) закрытый (черт. 19), то к нему 
принадлежат все точки х, для которых: 

а^х^Ь. 

Если же он открытый, то к нему принадлежат только те точки, для 
которых 

а<іх<^Ь. 

Наконец, если он полуоткрытый, то возможны два случая: или к нему 
принадлежат только такие точки х , для которых 

а<С*^Ь, 

или только такие, для которых 

а^х С Ь, 

в зависимости от того, какой из концов причисляется к нему. 

В связи с этим мы будем отличать выражение „внутри интервала* 
от выражения „на интервале". 

а _ с р 

а * Ь 

Черт. 19. Черт. 20. 

Выражение „точка х лежит внутри интервала (а, Ь)“ значит, 
что 

а<х<Ь, 

т. е. что точка х лежит между точками а и Ь, причем заведомо 
не совпадает ни с одной из них. 

Выражение „точка х лежит на интервале (а, Ь) и значит, что 

а = х ^Ь, 

т. е. что точка х или лежит внутри интервала, или совпадает с 
одним из его концов. 

В большинстве случаев мы будем рассматривать закрытые интервалы. 
Когда функция /( х ) рассматривается в каком-нибудь интервале (а, Ь) 
н когда мы от ее значения /(с) в точке с переходим к новому значе¬ 
нию /(с Н-А), давая аргументу некоторое приращение А, то при этом 
неявно предполагается, что А не может иметь какое угодно значение, 
а только такое, чтобы точка с-\- А принадлежала тому же интервалу 
(а, Ь ). Поэтому, например, для чертежа 20 мы значению аргумента, изо¬ 
браженному точкой с, можем дать только такое положительное прира¬ 
щение, которое меньше длины отрезка сЬ. 

Также очень важно отметить, что 
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если точка с лежит внутри интервала* не совпадая ни 7 с одним 
из его концов, то приращению к можно давать любые значения, 
как положительные, так и отрицательные, при единственном огра¬ 
ничении, чтобы они были достаточно малы. Но если точка с со¬ 
впадает с концом интервала, то к может принимать или только по¬ 
ложительные значения, или только отрицательные. 

Точнее, к должно быть положительным, когда с совпадает с левым 
концом, и отрицательным, когда с совпадает с правым концом. 


§ 67. Положительные и отрицательные функции. 

Действительные числа разделяются на положительные, отрицатель¬ 
ные и нейтральные, причем класс нейтраіьных чисел состоит из одного 
нуля, который меньше всякого положительного числа и больше вся¬ 
кого отрицательного. 

• В связи с этим делением чисел на классы 

всякую переменную величину называют положительной, если 
она может принимать только положительные значения, и отрица¬ 
тельной, если она может принимать только отрицательные зна¬ 
чения. 

Но часто приходится рассматривать величины, которые могут при¬ 
нимать не только положительные значения, но и значения, равные 
нулю. Так, например, если 

У = (х — 2) 2 (* —3)*, 

то хотя у не может принимать отрицательных значений, однако его 
нельзя назвать положительной величиной, потому что при х = 2 и при 
х = 3 он обращается в нуль, а нуль не есть положительное число. 
Так как с подобными случаями постоянно приходится встречаться, то, 
кроме понятий положительных и отрицательных величин, вводят поня¬ 
тие о величинах вообще положительных и вообще отрицательных. 

Вообще положительной величиной называется всякая перемен¬ 
ная величина, которая может принимать только положительные 
значения или значения, равные нулю. 

Вообще отрицательной величиной называется всякая перемен¬ 
ная величина, которая может принимать только отрицательные 
значения или значения, равные нулю. 

Из приведенных определений следует, что если х —положительная 
величина, то 

л>0; 


если же х—вообще положительная величина, то 


Точно так же, если 


*<о, 


то х просто отрицателен, а если 
то х вообще отрицателен. 

Но необходимо обратить внимание на следующее: когда , например, 
говорят, что х вообще положителен, то этим хотят указать только 
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на то, что он не может принимать отрицательных значений, а потому 
всякое его значение необходимо или положительно или нуль. Но го¬ 
воря, что х вообще положителен, вовсе не утверждают, что среди его 
значений необходимо должны быть и значения, равные нулю. Такие 
значения не исключаются, но их может и не быть. 

То, что сказано о переменных вообще, относится и к функциям. 

Функция /(х) называется положительной на интервале (а, Ь) 9 
если значения ее во всех точках этого интервала положительны. 

Функция /(*) называется вообще положительной на интервале 
(а, Ь) 9 если ее значение в каждой точке интервала положительно 
или равно нулю. 

Функция У(х) называется отрицательной на интервале (а, Ь) 9 
если все ее значения в точках этого интервала отрицательны. 

Функция /( х ) называется вообще отрицательной на интервале 
( а , Ь) 9 если ее значение в каждой точке интервала отрицательно 
или равно нулю. 

Эти определения применимы как к закрытым, так и к открытым 
интервалам. 

Конечно, функция может быть положительной в одном интервале 
и отрицательной в другом интервале. Так, например, функция зіп х 

положительна внутри интервала ^0, , т. е. для тех точек х 9 для 

которых 

_ . _ тс 


Но на интервале 


(о.-г), т. е. 


в области тех точек, для которых 


тг 




функция зіп х уже только вообще положительна. 


§ 68. Монотонные функции. 

Пусть функция 

у=т 

непрерывна на интервале (а, Ь) и пусть х изменяется, возрастая от 
а к Ь. Тогда у будет тоже изменяться, и относительно закона его 
изменения возможны различные предположения. Мы можем, например, 
предположить, что когда х возрастает, то у тоже возрастает. Но мо¬ 
жем также предположить, что у убывает. Наконец, можно предполо¬ 
жить, что у колеблется, т. е. то возрастает, то убывает. 

Функция, которая в рассматриваемом интервале при возраста¬ 
нии аргумента тоже возрастает, называется функцией, возрастаю¬ 
щей в рассматриваемом интервале. 

Функция, которая в рассматриваемом интервале при возраста¬ 
нии аргумента постоянно убывает, называется функцией, убываю¬ 
щей в рассматриваемом интервале. 

Если х у аргумент функции, возрастает, то соответствующая точка 
на кривой движется вправо. При этом ордината кривой возрастает, 
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если функция возрастает, н она убывает, если функция убывает. По¬ 
этому всякая возрастающая функция изобразится кривой, подымающей¬ 
ся снизу вверх (черт. 21); всякая же убывающая функция — кривой, 
падающей сверху вниз (черт. 22). 




Черт. 22. 


Не надо забывать, что когда о кривой говорят, что она "поднима¬ 
ется или падает, то всегда воображают, что идут по ней слева на¬ 
право, т. е. в ту сторону, в которую движется по ней точка, когда ее 
абсцисса возрастает. Точно так же, когда говорят, что функция Дх) 
возрастает или убывает, то всегда предполагают, что сам аргумент х 
при этом возрастает. 


Если же это забыть, то легко впасть в ошибку. Рассмотрим, например, 
функцию 

у — лг*. 


Она изображается параболой, имеющей ось У осью симметрии (черт. ^3). 
Будет вполне правильно и естественно сказать, что кривая от точки О под¬ 
нимается как влѵ’вс, так и вправо. Но хотя от точки О и на поднимается вдев >, 
все-таки в интервале аО она — гадающая кривая, потому что она падает при 
движении по ней вправо. Следовательно, функция д*— убывающая в этом 
интервале. 

Вообще, если функция изображается кривой, подымающейся влево, то сам* 
функция — убывающая функция, а кривая, поднимающаяся влево, — пілающа» 
кривая. 




Понятиями возрастающих и убывающих функций нельзя ограни¬ 
читься. Необходимо рядом с ними ввести понятия о функциях вообще 
возрастающих и вообще убывающих. 

Пусть функция у=/(х) изображается кривой на черт. 24, где 
РО и — отрезки, параллельные оси X. Про эту функцию нельзя 
сказать, что она в интервале (д, Ъ) возрастающая, потому что когда 
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х меняется от р к д или от г к $, то у не возрастает, а сохраняет 
одно и то же значение. Мы скажем, что эта функция в интервале 
{а, Ь) вообще возрастающая. Точно так же про функцию, изображен¬ 
ную на черт. 25, мы скажем, что она в интервале (а, Ь) вообще убы¬ 
вающая. 

В.ЮДЯ понятия о возрастающих 
и убывающих функциях, мы поль¬ 
зовались представлением кривых, 
изображающих функции, н понятием 
движения. Если же мы не хотим при¬ 
бегать к помощи этих представлений 
и понятий, а оставаться исключитель¬ 
но в области числовых понятий, то 
можно дать такие 

Определения . Функция /( х ) 
называется в рассматриваемом ин¬ 
тервале возрастающей, если, какие бы ни были точки / этого 
интервала, всегда одновременно с неравенством 

*'<*" 

имеет место неравенство 

/<*') </(*")• 

Она называется вообще возрастающей, если одновременно с нера¬ 
венством 

можно только утверждать, что 

/(•*') 

Функция /( х ) называется в рассматриваемом интервале убываю¬ 
щей, если одновременно с неравенством 

х'<х* 

всегда 

/(*’)>/ (-"О; 

но если из неравенства 

х'<х" 

следует только, что 

/(Х')^/(Х"), 

то функция называется вообще убывающей. 

Если же одновременно с неравенством 

х'<х" 

может иметь место как неравенство 

/(*') </(*"), 

так и неравенство 

А*')>/(ло, 

в зависимости от того, каковы х' и х", то функция называется 
колеблющейся в рассматриваемом интервале. 
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Как всякая возрастающая, так и всякая убывающая функция 
называется монотонной *). 

Функция вообще возрастающая или вообще убывающая назы» 
кается вообще монотонной. 

Опираясь на эти определения, поставим следующий вопрос: может 
ли одна и та же функция в одном и том же интервале одновременна 
быть и вообще возрастающей и вообще убывающей? 

Предположим, что /( х ) — такая функция в интервале (а, Ь). Возьмем 
в этом интервале произвольно два каких-нибудь значения х' и х". Из> 
них пусть 

Так как по предположению функция Дх) вообще возрастающая, та 
одновременно с этим неравенством должно иметь место соотношение 

/(х')^/(х”). (1) 

Но так как та же функция по предположению и вообще убывающая,, 
то мы также должны иметь 

Дх')^/(х"). (2) 

Но если соотношения (1) и (2) существуют одновременно, то из них 
необходимо следует, что 

/(*)=/(*г 

т. е. что два любых значения функции равны между собой. Это зна¬ 
чит, что функция Дх) сохраняет одно и то же значение на всем ин¬ 
тервале. Следовательно, 

из всевозможных функций только функции, сохраняющие в ин¬ 
тервале одно и то же значение, одновременно принадлежат и к 
классу вообще возрастающих и к классу вообще убывающих. 

Такие функции, т. е. функции, изображающиеся отрезками, парал¬ 
лельными оси Х % вообще занимают в теории функций несколько 
исключительное положение подобно тому, как прямая занимает исклю¬ 
чительное положение среди кривых. Существование таких функций ни¬ 
когда нельзя упускать из виду. 

Задача. Доказать, что хотя и существуют функции, одновремен¬ 
но и вообще возрастающие и вообще убывающие, но функций одно¬ 
временно и возрастающих и убывающих нет. 

§ 69. Максимум и минимум функции в интервале. 

Среди различных значений, которые данная функция может принимать 
на рассматриваемом интервале, естественно выделяются два: наибольшее 
и наименьшее. Обыкновенно их называют латинскими терминами — макси¬ 
мумом и минимумом (по-латыни „піахітит* и „гаіпітит"). Точное 
их определение таково: 

Максимумом, или наибольшим значением функции на данном 
интервале называется всякое значение, которое больше или равно- 
каждому из всех остальных ее значений на том же интервале. 

*) Часто под монотонной функцией разумеют не только возрастающую или 
убывающую функцию, но также и вообще возрастающую и вообще убывающую- 
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Минимумом, или наименьшим значением функции на данном ин¬ 
тервале называется всякое ее значение, которое равно или меньше 
каждого из остальных ее значений на том же интервале. 

Следовательно, если т и М — минимум и максимум функции на 
интервале ( а , Ь ), то при всяком х 

т^Дх) и Дх) ^ М. (1), 

Заметим, что необходимо говорить, что наибольшее значение есть 
то, которое больше ила равно 
нельзя. Так, нагтример, для функ¬ 
ции на чертеже 26 ордината рР 
изображает наибольшее значение 
функции в интервале (а, Ь ), но 
это значение не больше, а равно 
значению в точке ц. 

Очевидно, что всегда 

т ^ М , (2) 

но и здесь знак равенства нельзя 
опустить, потому что возможны 
функции, для которых т = М. 

Действительно, предположим, что 
]{х) — такая функция. Тогда согласно (1) мы имеем 

т^/(х)^М, 

откуда, если т~М, следует, что 

/(х) = т 

при всяком л:, т. е. что Дх) сохраняет одно и то же значение. Заклю¬ 
чаем: 

Если наибольшее и наименьшее значения функции в интервале* 
равны между собой, то функция в этом интервале сохраняет одно' 
и то же значение. 

Следовательно, она в этом интервале равна постоянному и изобра¬ 
жается отрезком прямой, параллельным оси X. 

Как было указано, возможность таких функций в дальнейшем ни¬ 
когда не надо упускать из виду. 

От максимумов и минимумов функции на интервале надо отчетливо 
отличать максимумы и минимумы функции в точке , к выяснению по¬ 
нятия которых мы теперь и перейдем. 

§ 70. Смежные значения функции. 

В тесной связи с понятием области точки стоит понятие о смежных 
значениях функции. 

Значениями функции, смежными ее значению в точке г, назы¬ 
ваются все те значения, которые она принимает в области точки с . 

Это краткое определение надо понимать так: 

Когда говорят, что значения функции, смежные ее значению 
в точке с у обладают некоторым свойством, то это значит, что дан¬ 
ным свойством обладают значения функции во всех точках всякого 
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всем остальным. Опустить .равно* 




достаточно малого интервала около точки с, т. е. всякого интервала 
около с, длина которого меньше некоторой положительной вели¬ 
чины. 

Так, например, о функции, изображенной кривой на чертеже 27, имеем 
право сказать, что ее значения, смежные значению в точке с , положи¬ 
тельны, а значения, смежные ее значению в точке с/, отрицательны. 
Но также, конечно, можем сказать, что функция положительна в области 
тоіки с и отрицательна в области точки д. 



§ 71. Максимумы и минимумы функций в точке. 

Мы установим теперь чрезвычайно важное понятие о максимумах и 
минимумах функции в точках. 

Пусть функция Дх) изображается кривой на чертеже 28. Относительно, 
например, ординаты Р г р Л мы не можем утверждать, что она наибольшая 
из всех ординат. Но мы можем построить около точки р : настолько 
малый интервал (г, а), что ордината Р Л р^ будет наибольшая из всех 
ординат этого интервала. Это значит, что ордината Я 3 р 1 больше всех 
смежных с ней ординат. 

Очевидно, что тем же свойством обладают и ординаты Р 2 р 2 и Р 8 /? 3 . 
Каждая из них больше смежных с ней ординат 

Рассмотрим теперь ординату (3 2 ? 2 - Про нее мы не можем сказать, 
что она меньше всех ординат во всем интервале ( а , й), но она меньше 
всех смежных с ней ординат. 

Также и ордината (? 1 (/ 1 меньше смежных с ней ординат. 

Определение . Максимумом функции называется всякое значение 
функции, которое больше всех смежных с ним значений или равно им. 

Минимумом функции называется всякое ее значение, которое 
меньше всех смежных с ним значений или равно им. 

Эти краткие определения имеют такой точный смысл: 

Значение /(с) функции /(х) в точке с называется максимумом, 
если это значение равно или больше всех значений функции во 
всяком достаточно малом интервале (г, а) около точки с, т. е. во 
всяком интервале около точки с, длина которого меньше некоторой 
положительной величины (черт. 29). 

Значение /(с) функции Дх) в точке с называется минимумом, 
если это значение равно или меньше всех значений функции во всяком 
достаточно малом интервале (г, а) около точки с, т. е. во всяком 
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интервале около точки с у длина которого меньше некоторой поло¬ 
жительной величины (черт. 30). 

Понятия максимума и минимума объединяются под общим названием 
экстремума. 

Экстремумом функции называется всякое значение функции, 
которое является или максимумом или минимумом функции. 

Согласно определению значение /(с) есть максимум функции, если 
в области точки с 

т. е. если значение /( с ) больше или равно смежным с ним значениям. 
Слово „равно - необходимо прибавлять, потому что могут быть функции, 
изображающиеся кривыми, частями которых являются отрезки, параллель¬ 
ные оси X , как, например, отрезок РС} на чертеже 31. Значение ]{Р) 
в точке р есть максимум, потому что оно больше всех смежных значе¬ 
ний, лежащих слева от него, и равно всем смежным значениям, лежащим 
справа от него. Точно так же значение в точке ц есть минимум, потому 
что оно меньше или равно смежным с ним значениям. 



с X с X р С ц X 

Черт. 29. Черт. 30. Черт. 31. 


Но каким будет значение функции в точке с, промежуточной между 
Р ТА ЧІ 

Согласно определению его по желанию можно причислить или к ма¬ 
ксимумам или к минимумам. Вообще с точки зрения максимумов и ми¬ 
нимумов такие точки занимают исключительное положение, 
і Максимум ( тахітит ) по-латыни значит „наибольшее - ; минимум 
( тіпітит ) значит „наименьшее - . Вместо „максимум - часто говорят ма¬ 
ксимальное значение, вместо „минимум - — минимальное значение. 

Как всякое свое значение, так и каждый свой максимум, а также и 
каждый свой минимум функция необходимо имеет при некотором значе¬ 
нии аргумента. 

То значение аргумента, при котором функция имеет максимум 
или минимум, называется точкой максимума или минимума. 

Следовательно, надо огличать максимумы и минимумы функций от 
точек максимумов и минимумов. 

Максимумы и минимумы — это значения функции. Они изображаются 
ординатами кривой. 

Точки максимумов и минимумов — это значения аргумента. Они изо¬ 
бражаются точками на оси X . 

Если с — точка максимума функции, то /(с) — максимум функции. 
Но выражение „точка максимума - употребляется и в ином смысле. Пусть 
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при х = си функция имеет максимум. Если А — точка иа кривой с абс¬ 
циссой а , то эта точка А называется тоже точкой максимума. 

Когда говорят о точках максимума или минимума, то надо об¬ 
ращать внимание, о чем идет речь — о функции 
или кривой, изображающей функцию. 

Если речь идет о функции, то точка макси¬ 
мума или минимума есть значение аргумента (на 
черт. 32 она изображена точкой а). 

Если речь идет о точках кривой, то точка ма¬ 
ксимума есть та точка кривой (точка А на черт. 32), 
ордината которой больше смежных с ней ординат. 

Если, например, говоря о функции, изображен¬ 
ной на чертеже 32, мы скажем, что точка максимума 
есть точка возврата, то ясн у, что мы говорим о 
точке Л, а не о точке а . Черт. 32. 



§ 72. Колеблющаяся функция. 

Главные особенности колеб іющейся функции у=/(х) становятся 
очевидными, е:ли вместе с функцией будем представлять себе и кривую, 
изображающую ее. 

Пусть М —точка на кривой с абсциссой х. Предположим, что когда 
х возрастает от а до то у сначала тоже возрастает до тех пор, пока 
„ х не достигнет точки р л (черт. 33). 

Потом пусть у убывает, пока 
х из достигнет точки Тогда 
у пусть снова возрастает, пока х 
не достигнет точки /? 2 , чтобы 
после этого сно:а убывать, пока 
х не достигнет точки </ 2 , н т. д., 
и т. д. 

На чертеже буквы /? 2 , 

обозначают одновременно 
и точки, и числа, равные абсцис¬ 
сам этих точек. 

Те точки р„ 9 ,, р„ д г , р 3 , 
" при переходе через которые аргумента сама функция об¬ 
ращается из возрастающей в убывающую, или из убывающей в 
возрастающую, называются точками поворота значений функции. 

Из чертежа ясно, что 

основной интервал (а, Ь) точками поворота делится на подын¬ 
тервалы 

Рі)і ІРѵ Яі)* Рп) 9 (р 2 * 9о)> • * м 



в каждом из которых функция или только возрастает, или только 
убывает, т. е. в каждом из которых функция монотонна. Поэтому 
эти интервалы называются интервалами монотонности. 

Значение функции в точке р } есть максимум функции, потому что 
ордината Р г р г больше всех смежных с нею ординат. Точно так же и 
ординаты Р 2 р г , Р 3 Р } , • . . изображают максимумы функции. Напротив, 
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каждая из ординат (2^, С?з</ 2 , фд^э, • • . меньше смежных с нею ор¬ 
динат. Эти ординаты изображают минимумы функции. Следовательно, 

точки поворота делятся на два рода: на точки, в которых значе¬ 
ние функции есть максимум, и на точки, в которых значение 
функции — минимум. 

Точки максимума и точки минимума чередуются так, что за 
каждой точкой максимума идет точка минимума, а за каждой 
точкой минимума — точка максимума. 

В точках максимума функция обращается из возрастающей 
в убывающую; в точках минимума — из убывающей в возрастаю¬ 
щую. 

Так как всякая точка поворота есть точка максимума или минимума, 
то всякая точка поворота есѵъ точка экстремума функции. 


§ 73. Внутренние и граничные максимумы и минимумы 

функции. 

Пусть мы рассматриваем данную функцию у =/(*) только в некото¬ 
ром интервале (а, Ь). Следовательно, мы принимаем во внимание только 
те значения аргумента х у которые изображаются точками интервала 
( 7 , *). Значения, изображающиеся точками вне интервала (а, Ь) у для нас 

как бы не существуют. 

Какой бы достаточно малый 
интервал (а, р) мы ни взяли около 
точки а (черт. 34), ордината аА 
будет больше всех ординат этого 
интервала, т. е. она больше всех 
смежных с нею ординат, а потому 
значение /(а) нашей функции в точ¬ 
ке а есть максимум функции, а точка 
а есть точка максимума. Нетрудно 
также видеть, что крайняя правая 
ордината ВЬ меньше всех смежных 
с нею ординат. Поэтому значение /(Ь) функции есть минимум функции, 
а Ь есть точка минимума. Мы видим, что 

если функция рассматривается только в некотором интервале 
(а, Ь ), то каждое ее значение на концах интервала всегда есть 
или максимум или минимум. 

Поэтому максимумы и минимумы колеблющейся функции делятся на 
внутренние и граничные. 

Максимумы и минимумы функции называются внутренними, или 
граничными, смотря по тому, изображаются ли соответствующие 
им значения аргумента внутренними или конечными точками того 
интервала, в котором рассматривается функция. 

Так, например, кривая на чертеже 34 изображает функцию, которая 
в точках $ 2 , $ 8 , имеет внутренние максимумы и минимумы, а 
в точках а и Ь — граничные. 

Различие между внутренними и граничными максимумами и миниму¬ 
мами очень велико. Только внутренние максимумы или минимумы явля¬ 
ются точками поворота значений функции. Далеі, монотонные функции 
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(черт. 21 и 22, стр. 108) не могут иметь внутренних максимумов или 
минимумов, но всегда имеют граничные. 

Граничные максимумы и минимумы вполне зависят от того ин¬ 
тервала, в котором рассматривается функция. 

Ордината ВЪ (черт. 35) есть минимум функции на интервале (д, Ь ), 
но перестает им быть на интервале (а^б,). Ордината не есть ми¬ 
нимум функции на интервале (а, Ь), 
но становится им на интервале 
(а 0 ,^ 2 ); на интервале же (Ь Ѵ Ь Л ) она 
будет уже максимумом. 

Внутренние максимумы и мини¬ 
мумы остаются таковыми во всяком 
интервале. 

Увидим, что для теории функций 
имеют наибольшее значение внут¬ 
ренние максимумы и минимумы, хотя 
бы потому, что они всегда явля¬ 
ются точками поворота. Поэтому 

когда говорят о максимуме и 
минимуме, не прибавляя соответст¬ 
вующего прилагательного, то всегда подразумевается, что речь 
идет о внутреннем максимуме или минимуме. 

Напротив, если речь идет о граничном максимуме или минимуме, 
то прилагательное никогда не опускают. 

§ 74. О функциях с равными значениями на концах интервала. 

Функция может иметь внутренний максимум или минимум, но может 
их и не иметь. Так, например, возрастающая функция не имеет ни одного 
внутреннего ни максимума, ни минимума. 

Для дальнейшего нам необходимо отметить один класс функций, 
имеющих внутренние экстремумы. 

Теорема . Если значения функции /(х) на концах интервала 
(а, Ь) равны: 

№=№< 

то функция имеет по крайней мере один внутренний экстремум. 

Обозначим через т и М наименьшее и наибольшее значения функ¬ 
ции Дх ) на интервале (а, 6). Имеем 

т^/(х)^М. 

Вообще Но мы знаем, что возможен случай, когда т = М. 

В этом случае при всяком л: 

/(*) = '*=» Л*, 

и функция изображается отрезком, параллельным оси X (черт. 36). 
Мы видели (стр. ИЗ), что каждое значение такой функции можно рас¬ 
сматривать и как максимум, и как минимум. Следовательно, в этом случае 
функция имеет внутренние экстремумы, а потому для этого случая, для 
случая т = /И, теорема доказана. 




Пусть теперь т<^М. Обозначим через х л и х 2 те два значения 
аргумента, при которых функция принимает значения т и М у а именно 
пусть 


7(* 3 ) = /и, Г(х 2 ) = М. 


Так как т <[ М, то точки х г и х 2 не могут совпадать. Также невозможно, 
чтобы одна из них совпала с одним концом интервала, а другая с дру¬ 
гим, потому что значения функции на концах интервала равны. Но 
/[х г )=^Дх 2 ). Следовательно, по крайней мере одна из точек х г и х 2 
лежит внутри интервала. Если это будгт точка х ѵ то значение функции в 
ней, будучи наименьшим во всем интервале, тем самым будет наименьшим 
из смежных с ним значений, т. е. будет точкой внутреннего минимума. 
Если бы это оказалась точка х ѵ то она, очевидно, была бы точкой 
внутреннего максимума. 



Следовательно, функция имеет внутренний экстремум, и теорема до¬ 
казана. 

Геометрически она очевидна. Если значения функции на концах 
интервала равны, то функция необходимо изображается или отрезком 
прямой, или волнообразной кривой (черт. 37). В последнем случае она 
должна иметь хоть одну точку поворота, т. е. внутренний экстремум. 

§ 75. Заключение. 

1. Областью точки с на прямой называется всякий достаточно 
малый интервал, построенный около точки с. 

2. Значениями функции, смежными значению ее в точке с, назы¬ 
ваются все значения функции в области точки с . 

3. Максимумом функции называется всякое значение ее, которое 
больше всех смежных с ним значений или равно им. 

Минимумом функции называется всякое значение ее, которое 
меньше всех смежных с ним значений или равно им. 

Экстремумом функции называется всякое ее значение, которое 
является или ее максимумом или минимумом. 

Те значения аргумента, яри которых функция принимает значения, 
равные ее максимуму или минимуму, называются точками максимума 
или минимума. 

4* Максимум и минимум функции называется внутренним 
или граничным, смотря по тому, лежит ли соответствующее зна¬ 
чение аргумента внутри интервала или на конце его . 
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Когда говорят о максимумах или минимумах без всякого прила¬ 
гательного, в таком случае всегда разумеют исключительно внутрен¬ 
ние максимумы или минимумы. 

5. Функция /( х) в данном интервале (а, Ь) і азывается возрастаю¬ 
щей, если неравенства 

и /(•*')</(*") 

имеют место одновременно, каковы бы ни были лг 1 и х\ 

Если же всегда одновременно 

*'<*" и /(х) >/(**), 

то функция называется убывающей в интервале (< а , Ь). 

Функция /(х) называется колеблющейся, если одновременно с не¬ 
равенством 

х'С*" 

может иметь место как неравенство 

ДА </(*'), 

так и неравенство 

/(*')>/(*") 

в зависимости от того, каковы лг' и х*. 

6. Точки, при переходе через которые аргумента функции сама функ¬ 
ция обращается из возрастающей в убывающую или из убывающей 
в возрастающую, называются точками поворота* Ими интервал функ¬ 
ции делится на интервалы монотонности. 

Каждая точка поворота есть точка внутреннего максимума или 
внутреннего минимума. 

7. Наибольшее из значений функции, которые она может прини¬ 
мать на рассматриваемом интервале, называется максимумом функции 
на интервале. Наименьшее из возможных значений функции на интер¬ 
вале называется минимумом функции на интервале. 

Функция» значения которой на концах интервала равны,необ¬ 
ходимо имеет хоть один внутренний экстремум. 


ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


ПРОИЗВОДНЫЕ МОНОТОННЫХ И КОЛЕБЛЮЩИХСЯ 
ФУНКЦИЙ. ТЕЧЕНИЕ ФУНКЦИЙ. 

Всякий раз, как наблюдается функциональная зависимость между двумя 
или несколькими величинами, возникает задача выразить эту зависимость 
в соответствующих математических формулах. Так, например, усилия 
астрономов постоянно направлены на то, чтобы найти формулы, в кото¬ 
рые укладывались бы все особенности движения небесных тел. Но лишь 
только удается выразить в математических символах зависимость величин 
друг от друга, немедленно же возникает новая задача: как из получен¬ 
ных формул вывести более или менее точные заключения о наиболее 
характерных свойствах этой зависимости? 

Пусть, например, мы знаем, что зависимость между величинами 
-ѵ и у определяется следующей формулой: 

1 — Ж* 

.у=ПГзѴ 

Эта формула довольно простой структуры. С помощью нее мы легко 
можем вычислить значение у для всякого значения х. Но кроме этой 
возможности вычисления возникает ряд вопросов, на которые уже не 
так легко ответить. 

Предположим, например, что х изменяется, непрерывно возрастая. 
Спрашивается: как в таком случае меняется уі Возрастает ли эта вели¬ 
чина одновременно с возрастанием х, или, напротив, убывает, или, на¬ 
конец, изменения ее совершаются по иному более сложному закону? 

Подобного рода вопросы могут быть предложены относительно вся¬ 
кой функции. С ними мы, например, постоянно встречаемся в технике, 
решая задачи, в которых требуется найти наибольшее или наименьшее 
значения величин, изменяющихся при известных условиях. Часто, на¬ 
пример, требуется знать наибольший или наименьший объем изменяю¬ 
щегося тела, наибольшее или наименьшее количество материала, работы, 
энергии, потребных для осуществления той или иной цели, и т. д. 
Почти все эти задачи сводятся к исследованию течения соответствующих 
функций. 

§ 76. Знак функции и ее предела. 

Если функция Дх) стремится к одному и тому же пределу Л, когда 
ее аргумент х , безразлично по какому закону, приближается как угодно 
близко к г, то этот предел Л, как известно, называется пределом функ¬ 
ции Дх) в точке с и обозначается так: 

Ііш Дх ). 

Х-+С 
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Теорема . Если функция Р(х) имеет в точке с конечный предел 
А, не равный нулю, то знак функции в области точки с одинаков 
со знаком ее предела А . 

Доказательство этой теоремы опирается исключительно на определе¬ 
ние понятия предела функции. 

Так как функция Р{х), если А — ее предел, должна стремиться к 
нему, по какому бы закону х ни приближался к с, то предположим 
сначала, что х приближается к точке с, оставаясь все время справа от 
нее, и притом приближается монотонно, не колеблясь. 

Пусть 

Г(х) — Л = со; 

следовательно, 

Р(х) = А + т. (1) 

Так как ю есть разность между переменной величиной и ее пределом А у 
то, когда х приближается к по указанному закону, (і> бесконечно 
умаляется, а потому модуль ее, начиная с некоторого момента, сделается 
и будет оставаться менее всякой произвольно наперед заданной поло¬ 
жительной величины 8. За эту наперед заданную величину 8 возьмем 
какую-нибудь положительную величину, но меньшую | А |. Если 

*<\А\> 

то с того момента, начиная с которого | со | становится и остается мень¬ 
ше е, мы будем и^еть неравенство 

,»|<М|. (2 > 

Теперь из (1) ясно, что с этого момента /(х) и А будут одного знака, 
так как с этого момента сумма 

А —|— со 

имеет тот же знак, что и А л потому что знак суммы двух слагаемых 
всегда совпадает со знаком того слагаемого, модуль которого больше, 
а с этого момента | А | > | о> |. 

Итак, мы доказали: когда х монотонно прибли- з с г 
жается к с справа, то, начиная с некоторого мо- ■ 1 *— 

мента, функция Р(х) и А имеют один и тот же 
знак. Пусть в этот момент х находится в точке г Черт. 38. 

(черт. 38). Так как он приближается к с монотонно, 
то после этого момента он будет находиться в интервале ( с , г), по¬ 
следовательно совпадая со всеми его точками. Следовательно, мы дока¬ 
зали, что всегда справа от с существует настолько малый интервал ( с 9 г), 
что внутри него функция Р(х) и А имеют один и тот же знак. 

Заставляя теперь х монотонно приближаться к с слева и повторяя 
совершенно те же рассуждения, докажем, что и слева от с можно 
найти такой достаточно малый интервал ($, г), что внутри него р{х) и А 
имеют один и тот же знак. В результате мы видим, что около точки с 
можно построить настолько малый интервал ($, г), что внутри него функ¬ 
ция Р(х) и ее предел имеют одинаковый знак, т. е. они или оба поло¬ 
жительны, или оба отрицательны. Но это и значит, что Р(х) и А имеют 
в области точки с один и тот же знак. Теорема доказана. 
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Приложим эту теорему к частному случаю. Предположим, что функ¬ 
ция /(.г) имеет в точке с конечную производную, не равную нулю: 

Г{с)фО. 

Рассмотрим следующую функцию переменного Л: 

т= - 5 -• 

Ясно, что если к —>0, то 

Нт Р(к)=/'(с). 
п ->0 

Следовательно, /(с) е:ть предел функции Р(И) в точке Л = 0, а потому 
по доказанному около этой точки можно построить настолько малый 
интервал (5, г), что пока к будет находиться внутри него, т. е. пока к 
будет достаточно мало, то Г{к) и Д(с) будут одного знака. Получается 

Теорема. Если к достаточно мало и /(с) конечно и не равно 
нулю, то отношение 

ДсЛ-к) — Нс) 

к 

имеет тот же знак, что и значение /'(с) производной в точке с . 

Мы сейчас воспользуемся этой теоремой. Сила ее заключается в том, 
что она по знаку производной позволяет сулить о знаке отношения (3;. 

§ 77. Производные монотонных функций. 

Будем называть точкой возрастания функции всякую точку, в обла¬ 
сти которой функция возрастает. Если же в области точки функция 

убывает, то эту точку будем называть точкой убы¬ 
вания. Так, например, на чертеже 39 мы можем 
построить около с настолько малый интерва і 
г)> что функция в нем есть функция возра¬ 
стающая. Следовательно, точка с для этой функ¬ 
ции есть точка возрастания. На том же осно¬ 
вании мы скажем, что для функции, изобра¬ 
женной на том же чертеже, точка й есть точка 

-убывания. 

^ 4 Рассмотрим, не обладают ли какими-либо 

Черт. 39. особенностями производные монотонных функ¬ 

ций. 

Пусть у=Д г) — непрерывная функция, возрастающая в интервале 
( а , Ь ). Легко убедиться, что 

приращение возрастающей функции 

к=Дх+к)-Дх) 

всегда имеет знак, одинаковый со знаком приращения ее аргумента. 

Действительно, возможны только два случая: или Л>0, или А< 0. 
Так как функция возрастает, то ее значение тем больше, чем больше 
значение аргумента. Поэтому, 

если й>0, то х+к>х, а потому Дх+к )>/(*) и А>0; 

. А < 0 „ х+А<дс „ . Дх+к) </(*) „ А<0. 
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Видим, что действительно А и А всегда имеют один и тот же знак, 
А 

потому их отношение— всегда положительно. 

Следовательно, 


/(*+*) -/(*) >0 


при всяком А. Переходим к пределу. Так как при этом неравенство 
может обратиться в равенство, то 

І1ш /і*+»)-/(і) а0 , 

л о Л 

т. е. 

Следовательно, производная возрастающей функции положительна 
или равна нулю, т. е. она всегда вообще положительна. 

Пусть теперь }(х )—убывающая функция. Имеем: 

если А>0, то х+к^>х, а потому Дх+к) <^/(к) и і<0; 

. А<0 „ х^к<х „ щ Г(х+к)>/(х) . А> 0. 


Видим, что А и А всегда разных знаков. Поэтому 

Г(х+к) — /(*) ^ 0 
А 

Переходя к пределу, получаем 

}'(*)% 0. 


Следовательно, производная убывающей функции отрицательна или 
равна нулю, т. е. она вообще отрицательна. 

В результате получаем теорему: 

Производная возрастающей функции вообще положительна; про¬ 
изводная убывающей функции вообще отрицательна. 

Например, если х изменяется от нуля до то зіпд: — возрастаю- 

* 


щая функция, а созх — убывающая. Поэтому в интервале^, про¬ 
изводная от $іп х должна быть вообще положительной, а%роизводная от 
созх: вообще отрицательной. И действительно, 


сівіпх 

йх 


С05ЛГ, 


йсоэх 

~1ГГ 


зіп л:. 


Рассмотрим, что дает геометрическое толкование теорем о производ¬ 
ных монотонных функций. 

Производная геометрически равна тангенсу угла наклонения касатель¬ 
ной к оси X. Следовательно, если мы построим кривую, изображаю¬ 
щую данную функцию, то там, где производная положительна, касатель¬ 
ная образует острый угол с осью X. Этот угол будет тупой, если 
производная отрицательна. Поэтому доказанные теоремы о производных 
монотонных функций геометрически истолковываются так: если кривая 
идет слева направо, поднимаясь снизу ввгрх, то касательная ее наклонена 
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к оси X под острым углом. Если же кривай падает сверху вниз, 
то касательная ее наклонена к оси X под тупым углом (черт. 40 и 41)! 
В справедливости этого мы немедленно же убеждаемся, если начертим 
кривые, изображающие монотонные функции, и проведем к ним каса¬ 
тельные. 


Черт. 40, Черт. 41, 

Нетрудно также геометрически убе¬ 
диться, что для монотонной функции 
производная может в некоторых точках 
обращаться в нуль. На чертеже 42 кри¬ 
вая изображает возрастающую функ¬ 
цию. В точке Р с абсциссой с каса¬ 
тельная параллельна оси X . Поэтому 
вообще 

/'(*)> о, но /'(с) = 0. 

Предыдущие исследования показы¬ 
вают, что если о монотонной функ¬ 
ции мы знаем, какова она, возрастаю¬ 
щая или убывающая, то тем самым 
мы знаем и знак ее производной. 
Рассмотрим обратный вопрос: нельзя ли по знаку производной судить о 
характере самой функции? 

Пусть значение производной функции /(с) в точке с положительно: 

/(*)> о. 

Мы знаем, что % таком случае при А достаточно малом и отношение 

Дс+к)-/(с) 

к 

тоже положительно (стр. 121). Отсюда следует, что при достаточно 
малом к 

если А > 0, то /(с+Л)>/(с); 

* Л<0, , Дс+к)<Дс). 

Эти неравенства показывают, что /(с) меньше всех смежных значений» 
которые справа от г, но больше всех тех значений, которые слева от с- 
Следовательно, с есть точка возрастания. Это — при условии, что Д(с)^> 0. 
Предположим теперь, что 

1 23 



Черт. 42. 




№< о. 



В этом случае, если Л достаточно мало, то 

/(« + *) — /(С) ^. п 
к ^ ’ 

а потому 

Л* + Л Х/( С )» если л >°» 

/(с + А)>/(0і если А <0. 

Из этих неравенств следует, что с — точка убывания. Получается 

Теорема . Точка, в которой значение производной положитель¬ 
но, есть точка возрастания самой функции. 

Точка, в которой значение производной отрицательно, есть 
точка убывания функции. 

Мы видим, что знак производной дает возможность судить о харак¬ 
тере изменения функции при изменении ее аргумента. 


§ 78. Производная в точке экстремума. 

При исследовании течения функции особого внимания заслуживают 
точки экстремумов, между прочим, потому, что они являются и точка¬ 
ми поворота значений функции. 

В каждой из них функция обра¬ 
щается или из возрастающей в 
убывающую, или из убывающей 
в возрастающую. Рассмотрим про¬ 
изводную в точке экстремума. 

Пусть с — точка внутреннего 
максимума для непрерывной функ¬ 
ции /(х). Ее производная в этой 
точке может быть или конечной, 
или бесконечной. Предположим, 
что значение производной в точке с 
конечно (черт. 43 и 44). Отложим около с настолько малый интервал 
(г, $), чтобы внутри него значение /(с) функции /(*) было равно или 
больше всех остальных значений функции. Тогда 

/(с+Ь)%№, ( 1 ) 

каково бы ни было А, лишь бы только оно было настолько мало, чтобы 
точка с -[-А лежала внутри интервала (г, $). Рассмотрим отношение 

Г(с + Ь) — ?(с) 

А 



Черт. 43. 



Благодаря (1) числитель его при всяком А вообще отрицателен. Поэтому 


и 


Дс + к)-/(с) 
А 


^ 0, если А 0, 


Дс+к)-Дс ) ^ 0 
к — ’ 


если 


Л<0. 


( 2 ) 

( 3 ) 


124 



Заметив это, заставляем к бесконечно умаляться, принимая только по¬ 
ложительные значения. Тогда, переходя к пределу, из (2) получим 

/'(с)^0. (4) 

Если же заставим к стремиться к нулю, принимая только отрицательные 
значения, то, переходя к пределу, из (3) получим 

/(с)^0. (5) 

Так как (4) и (5) должны иметь место одновременно, то необходимо, 
чтобы было 

/(<) = 0 . ( 6 ) 


К этому заключению мы пришли, предполагая, что /'(с) конечно. Сле¬ 
довательно, мы доказали, что если в точке максимума производная ко¬ 
нечна, то она равна нулю. Но производная во всякой точке мо¬ 
жет быть конечной или бесконечной, а по доказанному, если она в точ¬ 
ке с конечна, то она равна ну¬ 
лю, следовательно, производная 
во всякой точке внутреннего 
максимума илі равна нулю , или 
бесконечна. 

Мы видим, что в точке макси¬ 
мума для производной возможен 
только очень ограниченный выбор 
значений: или нуль или бесконеч¬ 
ность. 

Рассмотрим теперь значение 
производной в точке минимума. 

Пусть с — точка минимума для 
функции Дх ). Строим около этой 
точки настолько малый интервал 
(г, 5), чтобы значение функции /(х) в точке с было равно или меньше 
всех значений функций в остальных точках этого интервала (черт. 45, 46). 
Тогда, если А настолько мало, что точка с+к лежит внутри интервала 
(г, з) то будем иметь 

№%Дс+н), 

а потому 

—^^^0, если й>0, (7) 

к 



Дс+Н)-Дс ) 


<^0, если Л< 0. 


( 8 ) 


Предполагаем, что /(с) конечно. Тогда, если заставим А стремиться к 
нулю, принимая только положительные значения, из (7) получим 

(9) 

Если же А будет бесконечно умаляться только по отрицательным 
значениям, то из (8) следует, что 

/(с)^0. (10) 

Теперь из (9) и (10) заключаем: если /(с) конечно, то необходимо/'(с) = 0. 
Отсюда вывод: во всякой точке внутреннего минимума производная 
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или равна нулю или бесконечна. Но раньше мы доказали, что и во 
всякой точке внутреннего максимума производная тоже равна нулю или 
бесконечна. Получается 

Теорема . Во всякой точке внутреннего экстремума производная 
функции или равна нулю или бесконечна. 

Эту теорему нетрудно истолковать геометрически. Если производная 
равна нулю, то касательная к кривой в соответствующей точке парал¬ 
лельна оси X. Она перпендикулярна к ней, если производная беско¬ 
нечна. Следовательно, 

Теорема . Касательная к кривой во всякой точке ее внутреннего 
экстремума или параллельна оси X или перпендикулярна к ней. 

Так, например, на чертеже 47 касательные в точках Р н С? параллель¬ 
ны, а в точках /? и 6* перпендикулярны к оси X. 



Мы доказали, что производная в точках экстремума или равна [нулю, 
или бесконечна. Но мы не доказали обратного, т ; е. не доказали того, 
что если производная в точке равна нулю или бесконечна, то эта точка 
для функции должна быть точкой экстремума. Геометрически нетрудно 
убедиться, что доказать это невозможно, потому что могут быть точки, 
в которых производная равна нулю или бесконечности, но в то же 
время эти точки не суть точки экстремума. Так, например, на чер¬ 
теже 48 в одной из точек Р н С), которые являются точками перегиба, 
касательная параллельна оси /V, а в другой перпендикулярна. Поэтому 

Г(р)=0, /'(<?) = ос. 

Но несмотря на это, точки р и д — не точки экстремумов, а точки 
возрастания. 

Те значения аргумента, при которых производная данной функ¬ 
ции равна нулю или бесконечности, условимся называть крити¬ 
ческими точками. 

Следовательно, критическими точками для функции /(х) будут все 
корни уравнения 

/(*) = 0 

и все корни уравнения 

^(дс) —оо. 

Так, например, пусть 

/(х) = (.V 2 — 2х - 4) . (11 > 
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Наймем ее критические точки. Вь;чис. яем производную 

— 2х — 4 4*(лг— !)*-(-*» — 2л- — 4 


/'(АГ) = (2лг — 2)і/;с— 1 
Пос ле приведения 




2 \/х — 1 2у г х — 1 

5(*2— 2х) 5х (х — 2) 


Ясно, что 
и 


/х — 1 |/ X — 1 

/'(х) = 0 при х = 0 и при х = 2, 
р(х) = оо при х — 1. 


Следовательно, для функции (11) критическими точками служат точ¬ 
ки О, 1 и 2. 

Пользуясь этой терминологией, мы только что доказанную теорему 
можем формулировать так: 

Всякая точка экстремума данной функции есть и ее критиче¬ 
ская точка, но не обратно. Критическая точка может и не быть точ¬ 
кой экстремума. 

В связи с этим возникает следующая задача: пусть с — критическая 
точка функции /(х). Следовательно, /(с) или 0, или оо. Как узнать, 
будет ли точка с точкой экстремума или нет, и если она будет ею, то 
какою именно — точкой максимума или точкой минимума. Это так назы¬ 
ваемая задача о признаках максимумов и минимумов. К решению ее и 
перейдем. 


§ 79. Вторая производная. 

Производная всякой функции есть в свою очередь функция, а пото¬ 
му от нее, как и от всякой функции, можно взять производную. Про¬ 
изводная от производной данной функции /(х) называется второй про¬ 
изводной от данной функции, или производной второго порядка, и обо¬ 
значается так: /'( х ). 

Мы видели, что если производная данной функции в какой-нибудь 
точке положительна, то эта точка для самой функции есть точка возра¬ 
стания. Заметив это, предположим, что в какой-нибудь точке р вторая 
производная положительна: 

Г(р)> о. 

Но / г (х) есть производная от /(х), а потому точка р есть точка возра¬ 
стания для функции /(х) (не для самой функции /(х)). 

Ясно также, что если 

Пр)< о, 

то для /(х) точка р есть точка убывания. 

Если нам дана функция /(х), то, вычислив ее производную /7х), 
мы можем эту производную, как и всякую функцию, тоже изобразить 
кривой. При этом, если мы одновременно желаем изобразить соответст¬ 
вующими кривыми как данную функцию, так и ее производную, то для 
избежания путаницы мы их ординаты должны обозначать разными бук¬ 
вами. Для ординаты кривой, изображающей данную функцию /(х), 
будем пользоваться попрежнему буквой у . Ординату же кривой, изоб¬ 
ражающей ее производную, будем обозначать буквой г . Следовательно, 
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уравнение кривой, изображающей функцию 
/(л:), представится в виде уравнения 

У=/(х), 

но уравнение кривой, изображающей функ¬ 
цию / § (х), уже будем писать в форме 

2=/Чх). 

Так, например, функция 

/( х) = * 2 

изображается параболой АОВ (черт. 49), 
уравнение которой 

у = х 2 . 

Ее производная Черт. 49. 

/(•*) = 2х 

изобразится некоторой прямой ОБ, но уравнение этой прямой мы будем 
писать не в привычной нам форме у = 2лг, а в форме 

г = 2а*. 

Следовательно, в общем случае, если 

У=/(х), 

то 

*“/(*)» т - е. г—у. 

§ 80. Признаки максимумов и минимумов. 

В точке максимума или минимума производная функции равна нулю 
или бесконечности. 

Пусть относительно производной функции /\х) известно, что 

/(*) = о. 

Спрашивается: есть ли точка с точка максимума, или точка минимума, 
или ни то, ни другое? 

Вычислим вторую производную /"(•*'). Ее значение в точке с может 
быть или положительно, или отрицательно, или равно нулю, или беско¬ 
нечно. Предположим, что она положительна: 

Л*)>0- 0) 

Но /'(х) есть производная от Р{х). Точка же, в которой производная 
данной функции положительна, есть точка возрастания данной функции. 
Поэтому из (1) следует, что с есть точка возрастания для функции 
Пх). 

Построим кривую (черт. 50) 

*=-/(*)• 

Эта кривая в области точки с , т. е. в некотором достаточно малом 
интервале (г, $) около с, должна представляться кривой, подымающейся 
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слева направо, так как с — точка возрастания для /(х). Но так как 
Д(с) = 0, то при лг=*с и г = 0. Следовательно, эта кривая необходимо 
пересекает ось X в точке с, а потому слева от с она лежит ниже 
оси X , а справа — выше. Отсюда следует, что слева от с, в интервале 


(г, я), ее ордината г отрицательна, 



Черт. 50. Черт. 51. 


а справа от с она положительна. 
Итак, 

^(лгХО слзва от с, 
и 

Д{х) > 0 справа от с , 

а потому слева от с сама данная 
функция /(*) — убывающая, а 
справа от с —возрастающая. Сле¬ 


довательно, при переходе через 
точку с эта функция Дх ) обращается из убывающей в возрастающую. 
Отсюда заключаем, что точка с есть точка минимума. Итак, если 


и в то же время 

то с — точка минимума. 


/'(<) = о 

Г(с)>0, 


Предположим теперь, что попрежнему 


Г(С) = 0, 

но ЧТО 

/'(*)< 0 . ( 2 ) 


Отсюда заключаем, что точка с есть точка убывания для функции 
(черт. 51) 

/г=/(х), 

и эта функция изображается в области точки с кривой, падающей слева 
направо и пересекающей ось X в точке с . Поэтому 

/(х) > 0 слева от с и 
/(*)«< 0 справа от с . 

Следовательно, слева от с функция Дх ) возрастает, а справа от 
с — убывает, т. е. с есть точка максимума для функции Дх). В резуль¬ 
тате мы доказали, что если /*(с)>0, то с —точка минимума, а если 
/"(с)<С0, то с — точка максимума. Получается 

Теорема . Если в какой-нибудь точке производная данной функ¬ 
ции равна нулю, но вторая ее производная отрицательна, то эта 
точка есть точка максимума данной функции. Если же производ¬ 
ная данной функции в какой-нибудь точке равна нулю, но ее 
вторая производная в этой точке положительна, то эта точка есть 
точка минимума для данной функции. 

Следовательно, точка с 3 для которой 

/(с) = 0, 

есть точка максимума для функции /(х), если 

/'<*)< 

9 Диференцнальное исчисление. 129 



и точка минимума, если 


Г(с)> 0. 


Является вопрос, какой же точкой будет точка с , если 

/» = 0 . 


(»> 


В этом случае никакого ответа сейчас мы дать не можем. Это так 
называемый сомнительный случай. 

Как пример рассмотрим функцию 


Имеем 


Ясно, что 


Дх)=х 2 — 2х 5. 

Г(х) = 2{х~ 1 ), 
Г(х) = 2. 

/( 1 ) = 0 . 


Следовательно, точка х=\ критическая. В то же время 

/'0)>о. 

Значение второй производной в точке а: = 1 положительно, а потому 
эта точка есть точка минимума Ля функции. 


§ 81. О методах исследования течения функции. 

Из предыдущих исследований ясно, что характер течения функции 
в области точки с тесно связан со значениями ее первой и второй 
производных в той же точке с, а именно: 

1) если /(с)> 0, то с — точка возрастания, 

2) если/(с) <0, то с — то^ка убывания, 

3) если с — точка экстремума, то / г (с) = 0 или /*(с) — оо. 

При этом 

4) если /'(с) = 0 и / п (с)^> 0, то с — точка минимума, 

5) если / 1 {с) = 0 и / г '(с) < 0, то с — точка максимума. 

На этих соотношениях между свойствами функции и ее производной 
основаны методы исследования течения функции. Среди них можно 
различать три главных, хотя, строго говоря, трудно провести между 
ними отчетливую границу, так как они тесно связаны между собой 
и легко переходят один в другой. 

Эти три метода следующие: 

1) метод исследования течения функции по знаку ее производной, 

2) метод, основанный на нахождении критических точек функции 
как корней уравнений Д(х) = 0 и /(лг) = оо, 

3) метод исследования по знаку второй производной. 

Рассмотрим эти методы последовательно. 

Первый метод. Этот метод, как было указано, основан на изу¬ 
чении знака производной данной функции. Он заключается в следую¬ 
щем. Пусть Дх) —данная функция. Вычислив ее цроизводную /(*), 
изучаем, в каких областях эта производная положительна, в каких отри¬ 
цательна. Пусть оказалось (черт. 52), что она положительна в интер¬ 
валах (а у р) и (<у, г), отрицательна же в интервалах (р,д) и (/*, Ь). Вне 
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интервала (а, Ь) пусть она или не существует, или не рассматривается 
нами. Заключаем: данная функция в интервалах (а % р) и г) — возра¬ 
стающая, а в интервалах ( р , и (г, Ь) — убывающая. Следовательно, 
в каждом из этих интервалов функция монотонна, а потому внутри 
каждого из них не может быть точек поворота. Ими могут быть 


»/ЙОе-н 


-У 

ь 

й р 

»/ЙЙсО^ 

Г* 3 

і'і Х<г>~ * 


Черт. 52. 



только концы интервала. И ясно, 
что точки р и г будут точками 
максимума, потому что когда х , 
возрастая, переходит через них, 
то функция из возрастающей 
обращается в убывающую. Но 
в точке ф она обращается из убы¬ 
вающей в возрастающую, а по¬ 
тому эта точка будет точкой 
минимума. Теперь очевидно, что 
функция изобразится кривой фор¬ 
мы, данной на чертеже 53. Конечно, 
чтобы составить более точное 
представление об этой форме, 
необходимо, вычислив координа¬ 
ты нескольких точек, отметить 
их на чертеже. 


Исследуем, например, течение функции 


Вычисляем ее производную 


у — — 2х. 

У = 6*— 2 = 2(3лг — 1). 


(1 

( 2 ) 


Смотрим, когда эта производная положительна и когда отрицательна. Из (2) 
ясно, что: 

У > 0, если Ъх — 1 > 0, т. е. если х > , (3) 

и 

/<0 , 3 *- 1 < 0 . . . ( 4 ) 

Отмечаем на оси Л’точку с абсциссой -І-. Из (3) и (4) следует, что (черт. 54) 

У >0 справа от р 
п 

У <0 слева от р . 


Заключаем: справа от р функция возрастает, слева от р убывает. Следова¬ 
тельно, когда х переходит через точку р % то у обращается из убывающей функ¬ 
ции в возрастающую, а потому точка р есть точка минимума. 

Из (1) находим: если то у= — у. Пусть А — точка с этими коор¬ 


динатами 



нее кривая 


должна подыматься и вправо и 


влево. 


Вправо она подымается потому, что справа от р наша функция возрастающая. 
Но слева от р функция уже убывающая, следовательно кривая слева от р есть 
падающая кривая, а потому если итти по ней влево от точки Д то она поды- 


иасаи. ^ 

Найдем точки пересечения кривой с осью X. Это будут точки х = 0и 
х Теперь ясно, что кривая будет иметь форму кривой, данной на черт. 54. 
Это — парабола. 


9* 
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Так как точка р — точка минимума, то значение производной в ней должно 
равняться 0 или оо. И действительно, из (2) следует, что если дг=у, тоУ=0. 
Рассмотрим такой пример. Пусть 

2 

у'—х 3 . (5) 

Вычисляем производную: 



Видим, что хотя сама функция у везде непрерывна, но ее производная в точке 
х — 0 обращается в оо. Следовательно, эта точка есть критическая точка для 
данной функции (5). 

Из (6) ясно, что 

У > 0, если х > О, 
у 1 < 0, если х < 0. 

Поэтому у есть возрастающая функция в области положительных значений для х 
и убывающая в области отрицательных значений. 




Вычертим график кривой (5). При лг = 0 имеем .у = 0 и у г =оо. Следова¬ 
тельно, кривая проходит через начало координат и при этом ось У служит ей 
касательной. Так как слева от О функция —убывающая, а справа от О — возра¬ 
стающая, то кривая от точки О подымается и влево и вправо (черт. 55). 
Рассмотрим еще пример. Пусть 

У — (х — З) 2 (* + 2). (7) 

Легко найдем, что 

у'~(х— 3)(3л:+ I). (8) 

Отметин на оси X точки — і- и 3, в которых у' — 0. Ищем, когда у положи- 

О 

телен и когда отрицателен. Он положителен, когда в (8) оба множителя или 
положительны или отрицательны, т. е. когда одновременно или 

лг>3 и х> -(9) 

или 

дс < 3 и *<--!. (10) 

Неравенства (9) одновременно имеют место тогда, когда х > 3, а неравен¬ 
ства (10) — когда х < — . Следовательно, У > 0, когда или х > 3, или х <—^ , 

т. е. когда х лежит вне интервала ^3^. Подобным же образом найдем, что 
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У<0, когда х внутри того же интервала. На концах его У = 0. Заключаем: 
внутри интервала (— у, з| функция убывающая, вне его — возрастающая. По¬ 
этому точка— есть точка максимума, а точка 3 будет точкой минимума. Схе¬ 
матически форма кривой изображена на черт. 56. Чертеж только схематичный, 
потому что вначение для у при очень велико (приблизительно 18). 

Рассмотренный метод на 
практике не очень удобен. Он 
требует, чтобы мы знали, какой 
знак имеет производная при раз¬ 
личных значениях аргумента. Но 
найти этот знак не всегда легко. 
Поэтому часто выгодно пользо¬ 
ваться вторым методом. 
Второй метод. О функции, подлежащей исследованию, прежде 
всего интересно знать, монотонная она или колеблющаяся, т. е. имеет 
она точки поворота или нет. Так как в точках поворота производная 
необходимо равна нулю или бесконечности, то обычно полезно начинать 
исследование функции с нахождения ее критических точек, т. е. с нахо¬ 
ждения корней уравнений /(х) = 0 и /'(*) = оо. Пусть, например, нам 
дана функция 

/(*) = (**-7)/лг+З. (1) 

Вычисляем ее производную; имеем 

Л 1 

Дх ) = х 3 — 7х* + З э 

откуда 

7 ѵ-а _1 

( 3 ) 

6 /х* 

Смотрим, при каких значениях /( х ) равна нулю или бесконечности. 
Она равна нулю, когда числитель равен нулю, и она бесконечна, когда 
знаменатель равен нулю, а потому 

/ г (*) = 0, когда х =—1 илидг = -^1; 

Д(х) = оо при х = 0. 

Следовательно, точками поворота могут быть только точки 

•*! = — 1 . * 2 = °. *3 = + 1 • 

Но будут ли они в действительности ими или не будут — это еще во¬ 
прос. • Вычисляем значения функции в этих точках. Из (1) имеем 

/(-1) = 9, /(0) = 3, /(+ 1) = — 3. 

Строим соответствующие точки: А( —1,9), /?(0, 3), — 3). Мы 

знаем заведомо, что между этими точками кривая идет монотонно. Чер¬ 
теж 57 ясно показывает, что точка В , будучи критической, не есть точка 
поворота. Относительно точек А и С еще не ясно, потому что хотя 
мы знаем, чго справа от С и слева от А кривая монотонна, но не знаем, 
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Черт. 56. 



Подымается она или падает. Вычислим значения функции при каком-ни¬ 
будь значении аргумента, большем единицы. Так как придется извлекать 
кубический корень, то для простоты возьмем х=8. Имеем 

/(8) = 57 у 8 + 3= 117. 

И так как /(-|-1) = — 3, то /(8) >/(+!)• Следовательно, кривая 
вправо от С подымается, а потому точка лг 3 = 1 есть точка минимума. 
Полагаем теперь х = — 8. Имеем 

/(_8) = 57^ —8 + 3 = -Ш </(-1). 

Следовательно, слева от А кривая падает. 

Теперь ясно, что пока — 1 функция возрастает; когда х меняется 
от — 1 до 1» функция убывает; при х > 1 она воз¬ 
растает. Точки х = —1 и х = -{- 1 служат точками 
поворота. Этот пример показывает, что для того 
чтобы судить о течении данной функции /( х ), 
находим те значения аргумента х л при которых 
производная равна нулю или бесконечности. Если 
эти значения аргумента соответственно равны 
(черт. 68) 

’ а п> 

то вычисляем значения функции в этих точках. 


Черт. 57. Черт. 58. 

Кроме того, вычисляем значения функции при каком-нибудь х=с, 
где с<^а, 9 и при каком-нибудь х = с\ где *>а я . Построив хотя 
бы схематично соответствующие точки кривой и зная, что между 
каждой парой этих точек кривая течет монотонно, заключаем о 
характере течения функции. 

Например, если получился такой чертеж, как 58, то ясно, что точками 
поворота из тех критических точек а х , а 2 ,..., с л , в которых /'(*) = О 
или /(дс) = оо, будут только точки Од, а 3 , а в , а 9 . 

Рассмотрим еще пример. Пусть лана функция 

1 1 

/(*) = (**— 1)^ 7* = Х 3 — X 3 . 

Вычисляя ее производную, имеем 

/'<*) 
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Производная обращается в оо при х = 0 и в нуль при л* = ± — • Точками по¬ 
ворота могут быть только точки 

1 п 1 

•** = —- 2 . ^*= 0 - я*—--?- 


Вычисляем значения функции в этих точках: 






/(0) — О, 



3 


з 

V 


‘4 


Вычисляем также ее значения в точках —1 и + 1: 

/(—1)=/(-И> = 0. 



Черт. 59. 


Строим самый приближенный чертей 
(черт. 59). Получаем точки кривой С\ 
В\ О , В, С. Заключаем: в точках 

1 . 1 ж 

х =— у и х — функция имеет 
минимум, а в точке х = 0 — максимум. 


Рассмотренный метод обладает очевидным недостатком. Он требует 
не только нахождения критических точек, т. е. решения уравнений 

/4*) = о и }\х) = оо, 

но требует также вычисления значений функции в каждой критической 
точке. Этого не требует 

Третий метод. Он заключается в том, что сначала находят кри¬ 
тические точки, ріешая уравнения 

/'(*) = 0 и /\х) = оо. 

Если с — корень второго уравнения, то никаких правил дать нельзя. 
Вообще точки, производная в которых бесконечна, требуют в каждом 
случае особых исследований. Общих указаний 4 для этого случая не мо¬ 
жет быть дано. Но если 

/(«)—о, 


то ' вопрос о характере точки с решается просто. Мы вычисляем сна¬ 
чала вторую производную, а потом ее значение в точке г. Если ока¬ 
жется, что 


ГИ>о, 


то с —точка минимума. Она будет точкой максимума, если окажется, что 


Но в случае 


Г'( С )<0. 
Г(с) = 0 


вопрос остается открытым. 

На практике этот случай встречается сравнительно редко. 
Рассмотрим, например, функцию 


У= 


х* 

27 


-х + 7. 
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Так как нам придется вычислять значения функции и ее производных 
в различных точках, то при исследовании течения данной функции 
всегда полезно обозначить ее через характеристику. Пусть же 

/ ( Х ) = ^І7 — ' 

Имеем 

*• 

Приравнивая ее нулю, найдем две критические точки: 

х = 3 и х — — 3. 

Чтобы узнать характер их, вычисляем вторую производную: 



и ищем ее значения в этих точках. Так как 

т=\>^ л— з)=—|-<о, 

то точка х — 3 есть точка минимума, а точка х = — 3—точка макси¬ 
мума. Вычислим значения функции в этих точках. Найдем 

ДЗ) = 5, /(— 3) = 10, 

а потому кривая имеет форму, данную на чертеже 60. 




§82. Вычисление наибольшего и наименьшего значений 

функции. 

Очень часто требуется найти наибольшее или наименьшее значение 
функции в данном интервале. 

Если функция в интервале (а, Ь) возрастает (черт. 61), то ясно, 
что наибольшее значение она имеет в точке Ъ , а наименьшее в точке а . 
Для убывающей будет обратно (черт. 62): наибольшее значение в точке а у 
наименьшее в точке Ь. 

Значения функции в точках, служащих концами рассматривае¬ 
мого интервала, называются ее граничными значениями. 
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Из предыдущего ясно, что для того 

чтобы найти наибольшее и наименьшее значения функции, мо¬ 
нотонной на данном интервале, надо вычислить ее граничные зна¬ 
чения. Одно из них даст наибольшее, другое наименьшее значение 
функции в рассматриваемом интервале. 

Если же мы имеем колеблю цуюся функцию (черт. 63), то интервал 
ее точками поворота делится на подъинтервалы монотонности. 

Пусть А и В — ее граничные значения; Я 3 , Я 2 , Я 3> ...—ее макси¬ 
мумы, фр С? 2 , — ее минимумы. Очевидно, 

чтобы найти наибольшее значение функции, колеблющейся в 
интервале, надо вычислить ее максимумы Р ѵ Я 2 , Я 3 ,... внутри интервала 
и граничные значения А и В. Наибольшее из этих значений даст наи¬ 
большее значение функции в интервале. 

Ее наименьшее значение в интервале 
найдем, взяв наименьшее значение из 
ее внутренних минимумов <? 3 , <? 2 , 
и граничных значений. 


В 

Черт. 62. Черт. 63. 

Найдем, например, наибольшее и наименьшее значения функции 
Дх) = 3х* — 4л: 3 — 12*2 
в интервале (— 2,3). Имеем 

/'( х) = 1 2а: (х 2 — х — 2) = 1 2х (х + 1 )(х — 2). 

Производная равна нулю в точках 

лг = 0, х = — 1, х=2. 

Это возможные точки поворота. Вычисляем значение функции в этих 
точках и в точках —2 и -{-3, служащих концами интервала. Находим 

/Ч-2)=+32, /(—1) = —5, /(0) = 0, /(2) = —32, /(3) = +27. 

Строим от руки чертеж 64, беря масштаб по оси У приблизительно 
в десять раз меньше масштаба по оси X . Видим: в точке х = 0 макси¬ 
мум; в точках х = —1 и л: = +2 минимум. Наибольшее значение 
функции в интервале (—2,3) равно +32, наименьшее —32. 

На практике очень часто наперед бывает известно, что функция в не¬ 
котором интервале (а,Ь) имеет только одну точку максимума. В этом слу¬ 
чае, чтобы найти ее, надо решить уравнение 

Г(х) = 0 
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и если окажется, что оно внутри интервала имеет только один корень 
с , то нет нужды исследовать, будет ли он точкой максимума или нет, 
потому что уже известно, что он необходимо должен быть точкой ма¬ 
ксимума. Это замечание очень важно, потому что нахождение значения 
второй производной часто ведет к сложным * вычислениям. 

Некоторые добавочные указания практического характера ясны из 
разобранных ниже примеров. 



1 

X X 

щ 

X 

2 (а-х) 

1 

С\Г 

X 

X 


X 

%%%% 



ш 

X X 

ш\ 


Черт. 65. 


Пример 1. Надо приготовить из квадратного листа железа ящик, открытый 
сверх ѵ, вырезая по углам равные квадратики и загибая кверху образовавшиеся 
края. Найти, при какой высоте бортиков объем ящика будет наибольший (черт. 65). 

Пусть 2 а — сторона данного квадрата, х — ширина отгибаемых полей, у — 
объем яшика. Для получения его мы должны вырезать заштрихованные углы и 
затем загнуть поля. 

Легко видеть, что 

у — 4х (а — х)* (1) 

По смыслу задачи х должен быть больше нуля и меньше а. Если х = О 
или х=а, то у— 0, Эти случаи можно рассматривать как предельные. Когда 
лг = »', то исчезнут бока яшика. Когда х = а , то исчезнет дно. 

Будем же рассматривать х в интервале (0, а). Так как в концах этого интервала 
функция равна нулю, то она необходимо имеет точки поворота. Ищем произ¬ 
водную: 

У = Ца — л)* — 8х(д — х) = 4 (а — х){а т—3*). (2) 

Производная всегда конечна; в нуль же она обращается при х = а и при 

.ѵ=— . Точка х = а как конец интервала не может быть точкой поворота, но 
о 

ею может быть точка х — ^ и, так как только она может быть ею, то она ею- 

о 

и будет. Из смысла же задачи ясно, что она будет точкой максимума. 

Таким образом, чтобы объем ящика был наибольшим, высота его должна 

а 0 16я* 

равняться —. В таком случае объем его равен . 

Эта задача ясно показывает, что одно дело решить данную задачу , 
другое дело исследовать течение той функции , к которой приводится 
эта задача . В рассмотренной задаче объем у дается такой функцией 
ширины полоски: 

у-= 4 х(а — х) 2 , (I) 
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а потому задача свелась к вычислению наибольшего значения этой функ¬ 
ции в интервале (0, а). Мы нашли, что производная обращается два раза 
а 

в нуль: при х = — и при х = а. Второе значение мы отбросили, 
5 


потому что оно дает конец рассматриваемого интервала. Но если бы мы 
исследовали течение функции (1) при изменении аргумента от —оо до 
-{-оо, то мы были бы должны рассмотреть, не будет литочка х—а 
точкой поворота. Но 


если х = 

0 

а 

у 

а 

2а 

то у = 

0 , 

16а» 

9 

0 

4а» 


а потому ясно, что точка х = а есть точка минимума (черт. 66). 




Пример 2. Около эллипса 


а* г Ы 


описать ромб так, чтобы вершины его лежали на осях эллипса и чтобы площадь 
его была наименьшая. 

Очевидно, что задачу можно будетъ считать решенной, если мы будем знать 
ту точку М , в которой сторона ромба Р (? должна касаться эллипса- Обозначим 
через и площадь искомого ромба. Геометрически ясно (черт. 67), что если точка 
М будет очень близка к точке А и будет к ней все более и более приближаться, то 
площадь и будет увеличиваться и обратится в бесконечность, когда М совпадет 
с А, потому что тогда точка ф уйдет в бесконечность. Точно также и обратится 
в бесконечность, когда М совпадет с В. 

Следовательно, если точка М будет перемещаться от В к А, то и сначала 
будет убывать; когда же М будет близка к А % то и будет возрастать. Ясно, что 
при каком-нибудь промежуточном положении точки М наша величина и обра¬ 
тится из убывающей в возрастающую. Соответствующее ее значение и будет 
наименьшим. 

Пусть х % у — координаты точки М . Напишем уравнение прямой Я(Э, каса¬ 
тельной к эллипсу в точке М . Оно будет 


хХ уУ _ 


Полагая здесь сначала ^=0, а потом К=0, найдем, что 


0<?=—, ОЯ= — 
У х 
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а потому 


и = 2 0<?.0Р = ^ 


( 2 ) 


Но из уравнения эллипса 

У—~ У 

а следовательно, 

2а*Ь 

и — — г ■ • 

я* — дг* 


( 3 ) 

(4) 


Для этой функции мы должны найти ее наименьшее значение. Но ясно, что 
и будет иметь наименьшее значение, когда знаменатель 

ѵ = хУа* — л* 

имеет наибольшее значение. Вычисляем производную от ѵ : 

, да — 2лг* 

і/= — . 

— Л2 


Эта производная обращается в бесконечность при х — а. Но это крайняя точка 
интервала (0, а), поэтому она не будет точкой поворота. 

Приравнивая ѵ> нулю, получаем единственное значение для х: 

Х = ^Т' (5) 

которое, следовательно, будет точкой максимума для ѵ, а потому точкой мини¬ 
мума для а. 

Следовательно, площадь ромба будет наименьшая тогда, когда для точки М 


а потому 


х 


У 


а 


Ѵ2' 

Ь 


У 2 


Тогда для искомого ромба ОР=аѴ'1 , ОС) — ЬУ 2, и его площадь равна 4 аЬ. 


§83. Заключение. 

1. Производная возрастающей функции вообще положительна. 
Производная убывающей функции вообще отрицательна. 

2. В точках внутренних максимумов и минимумов производная 
функции или равна нулю или бесконечна. 

Но точка, в которой производная равна нулю или бесконечна, 
может и не быть точкой поворота. 

3. Если в точке с 

Г{с) = о, 

то точка с есть точка минимума, если /'(*)> 0, и точка максимума, 
если /(с) <0. 



ГЛАВА 


ДЕСЯТАЯ 


ТЕОРЕМЫ РОЛЛЯ , ЛАГРАНЖА И КОШИ . 

В этой главе мы рассмотрим три чрезвычайно важные теоремы, на¬ 
зываемые теоремами Ролля, Лагранжа и Коши. Значение этих теорем 
для анализа исключительно велико потому, что ими устанавливаются 
весьма простые соотношения между значениями функций и их произ¬ 
водных. 


§ 84. Теорема Ролля. 

Когда мы устанавливали понятие о внутренних максимумах и мини¬ 
мумах (стр. 116), то нами была доказана следующая 

Теорема . Всякая непрерывная функция с равными значениями 
на концах интервала имеет внутри интервала по крайней мере 
хоть один экстремум. 

Действительно, такая функция или сохраняет внутри интервала {а,Ь) 
одно и то же значение (черт. 68), или колеблется в нем (черт. 69, 70). 



Опираясь на эту теорему, легко доказать теорему Ролля (Роііе). 
Мы будем различать теорему Ролля в широком смысле слова от той 
же теоремы в узком смысле слова. 

Теорема Ролля в широком смысле слова . Если непрерывная 
функция имеет на концах интервала равные значения и если ее 
производная конечна во всех внутренних точках интервала, то эта 
ее производная необходимо обращается в нуль в некоторой точке 
внутри интервала. 

Следовательно, если 

*{а)=/ф) 

и если производная /*(х) конечна внутри интервала (а, 6), то су¬ 
ществует такое число 5, промежуточное между а и Ь, что 

т=о. 
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Действительно, так как по условию теоремы значения функции Дх) 
на концах интервала равны, то функция имеет хоть один внутренний 
экстремум. Пусть с — точка такого экстремума. Мы знаем, что во вся¬ 
кой точке внутреннего экстремума производная равна :или нулю или 
бесконечности. Следовательно, 

или /(Е) = 0, или /(*) = оо. 


Второе равенство исключается, потому что по условию теоремы 
производная внутри интервала везде конечна. Поэтому необходимо 

/ 45 ) = 0 . 

Мы видим, что существует точка промежуточная между а и Ь, в ко¬ 
торой значение производной равно нулю. Теорема доказана. 


Рассмотрим пример. Пусть 


Легко найдем, что 
Следовательно, 


/(х) = х* — Здс 4* 7. 
/<І)=5, /(2) = 5. 

№=№ 


0> 


а потому должно существовать такое число Е, промежуточное между 

= 0 . 

И действительно, из (1) имеем 


Ясно, что 


Г(х) = 2х— 3. 


Г(х) = 0, 

3 

если д: = — . Следовательно, во (2) 



1 и 2, что 
( 2 ) 


3 

Так как 1 < у < 2, то это Е — промежуточно между 1 и 2, что и утверждает 
теорема. 

Теорема Ролля допускает простое геометрическое толкование. 

Пусть попрежнему 

т=т и/(5>=о. 


Построим кривую у ==/(*) и на ней отметим точку М с абсциссой Е. 
Если а — угол наклона касательной в точке М, то 

^ «=/(*) = о, 


и, следовательно, а = 0, т. е. касательная в точке М параллельна оси 
абсцисс, а потому и хорде АВ, Следовательно, 

геометрическое значение теоремы Ролля заключается в том, что 
на всякой дуге АВ есть некоторая точка М, касательная в кото¬ 
рой параллельна хорде дуги. 

Из теоремы Ролля в широком смысле, как частный ее случай, легко 
получается 

Теорема Ролля в узком смысле слова. Если функция, непре¬ 
рывная на интервале, обращается в нуль на концах его и имеет 
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производную, конечную во всякой внутренней точке интервала, то 
эта производная обращается в нуль в некоторой точке внутри 
интервала. Следовательно, если 

/(<*) = О и/(6) = 0 (3) 

и если / г ( х ) конечна внутри интервала, то существует такое число 
5, промежуточное между а и й, что 

/< 5 >- 0 . < 4 > 

Действительно, из (3) следует, что /(а)=/(Ь), а потому эта теорема 
сводится к предыдущей. 

На практике применяется почти исключительно теорема Ролля в 
узком смысле; поэтому в дальнейшем под теоремой Ролля почти всегда 
будем разуметь эту теорему в узком смысле слова. 

Рассмотрим как пример функцию 

Цх) — х г — 4л: 2 -|- 5х — 2. 

Простой проверкой убеждаемся, что 

/(1)=/(2) = 0. 

Следовательно, эта функция обращается в нуль на концах интервала 
(1, 2), причем ее производная 

Г(х) = 3х* — 8л; + 5 (4) 

везде конечна. Поэтому мы заключаем, что должно быть такое число 
промежуточное между 1 и 2, что 

/№) = 0 . 

В самом деле, приравнивая нулю правую часть (4), получаем уравне¬ 
ние, корни которого равны 1 и - Второй из них как раз лежит ме- 

о 

- 5 

жду 1 и 2. Следовательно, в данном случае Е=-д-. 

§ 85. Замечания относительно теоремы Ролля. 

Относительно теоремы Ролля необходимо сделать несколько заме¬ 
чаний. 

1. Мы доказали, что если производная функции конечна внутри 
интервала, причем сама функция равна нулю на концах интервала, то 
в таком случае есть значение аргумента, которое обращает производную 
в нуль, но мы вовсе не доказывали, что есть только одно такое зна¬ 
чение. Поэтому не исключена возможность, что для некоторых функций 
производные их обращаются в нуль не один, а несколько раз. Выражаясь 
точнее, мы должны были бы так формулировать конец теоремы Ролля: 
производная /(*) обращается в нуль внутри интервала ( а , Ь) один или 
несколько раз. 

Но во всех приложениях теоремы Ролля бывает важно знать только 
то, что есть хоть одно 2 такое, что /''($) = 0. То, что могут быть и 
другие подобные значения, почти никогда не приходится принимать во 
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внимание. Поэтому-то и в формулировке теоремы указывается на то, 
что всегда есть значение для х, обращающее /'(х) в нуль; о том же, 
что таких значений может быть несколько, умалчивается. 

Следующий пример показывает, что возможны случаи, когда произ¬ 
водная обращается несколько раз в нуль. Пусть 

/(х) = 4х*х 2 — 4х — 1. 

Легко убедиться, что 

/(+!)=/(-0 = 0 . 

Ищем, где ее производная 

/(х)=\2х 2 + 2х — 4 

обращается в нуль. Уравнение 

1 2х 2 -\-2х — 4 

имеет корнями-и Следовательно, 

'Ю-МІИ- 

Мы видим, что производная внутри интервала (— 1,-(- 1) обращается 

2 1 

в нуль два раза: в точках —и —. 

о 2 

2. То число, которое обращает производную в нуль, обыкновенно 
при всех приложениях теоремы Ролля остается неизвестным. Мы знаем, 
что есть такое $, что 

/(2) = О, 


но не знаем, чему равно это 2 

3. Чтобы иметь право применить теорему Ролля, необходимо всегда 
сначала убедиться, что производная конечна внутри рассматриваемого 
интервала. Если это условие не соблюдено, то теорема может не иметь 
места. Пусть, например, 

?{х) = \ /Г х 2 — 1. 


Хотя эта функция обращается в нуль при х = 
ее производная 


/Ѵ)=‘ 


2 

Зух 


1 и при X = \, но 


нигде не обращается в нуль внутри интервала (—1, Зато она 

перестает быть конечной при х = 0. 

4. Требование конечности производной не должно преувеличивать. 
Производная должна быть конечной внутри интервала, но на его концах 
она может быть и бесконечной. Так, например, если 
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І(х) = \ /Г х — 1 • 1^2 — х , 



то Дх) обращается в нуль при х=1 и при х=2. Ее производная 


/(А} = 


у 2 — х 

2]/ х — 1 


Іх - 1 

2|Л2 —х 


при этих значениях х обращается в бесконечность. Но обращаясь в 
бесконечность на концах интервала (1, 2), она в то же время остается 
конечной внутри него, а потому теорема Ролля к ней применима. И 
в самом деле, 


/(■*) = 


3 — 2х _ 

2(/(х— 1)(2— х)~ 


Мы видим, что /*(х) обращается в нуль при х==—, т. е. при значе- 

Я* 


нии, промежуточном между 1 и 2. 

Задача. Проверить теорему Ролля: 

1) на функции зІп х в интервале (0,тс) и в интервале (—я, 0); 

2) на функции соз* в интервале 

3) на функции л: 3 — х в интервале (—1, + !)■ 

4) Применима ли теорема Ролля к функции \%х в интервале (0, я)? 



§ 86. Обобщения теоремы Ролля. 

Теорема Ролля допускает несколько обобщений. Как наиболее важ¬ 
ные отметим два следующих обобщения. 

1. Если функция /( х ), непрерывная в некотором интервале 
(а, Ь) и имеющая во всех точках его конечную производную» 
обращается в этом интервале п раз в нуль, то ее производная в 
том же интервале обращается в нуль по крайней мере ( п —1) раз. 

Пусть а < Ь и пусть 

® 1 * > • • • > ®п 0 ) 

— те значения аргумента, при которых функция обращается в нуль; 

/(а 1 )=/(а 2 )=/(а 5 ) = .. .=/(а я )=0. 

Мы предположим, что эти значения написаны в ряде (1) в порядке 
их возрастания. Они дают интервалы: (а г а 5 ), (з 2 , а 3 )>. •., (я я _!, а„)* 

(черт. 71). 

Рассмотрим первый из них. 
а а, а 2 а а„^( і п Ь На концах его, т. е. при х — а А 

1 ' 1 1 1 1 ' 1 —^^ и при х = а 2 , функция Дх) по 

условию теоремы обращается 
^ е Р т - 7 *- в нуль. Следовательно, ее произ¬ 

водная по теореме Ролля должна 

обратиться в нуль между а л и а 2 по крайней мере один раз. 

Точно так же, рассматривая интервал (а 2 , а„), на концах которого 
данная функция равна нулю, мы заключаем, что ее производная Д(х) 
обратится в нуль внутри этого интервала по крайней мере один раз. 


*) Точки а & и а п могут случайно совпадать соответственно с точками а и Ь. 
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Вообще согласно условиям теоремы данная функция /(*) обращается 
в нуль на концах каждого на интервалов 

(®і» ®а)» • • * » 

а потому по теореме Ролля производная ее /'( к ) должна обратиться 
в нуль внутри каждого из этих интервалов по крайней мере один раз. 
Но всех интервалов п —1; следовательно, во всем интервале ( г, Ь) про 
изводная /{х) обратится в нуль по крайней мере ( п —1) раз. Теорема 
доказана. 

2. Если функция Д х ), непрерывная в некотором интервале, 
обращается в этом интервале п раз в нуль и если она имеет 
внутри этого интервала конечные производные до (п — 1)-го порядка 
включительно, то каждая из этих производных обращается в нуль 
внутри рассматриваемого интервала по крайней мере один раз. 

В самом деле, так как согласно уел ;вия.м теоремы данная функция 
/'(х ) обращается в рассматриваемом интервале п раз в нуль, то по 
только что доказанному ее производная, т. е. /'(.*), обращается в нуль 
(п — 1) раз. Но есл і /'(х) обращается в нуль (п — 1) раз, то ее произ¬ 
водная, т. е. /'(*), обращается в нуль (л— 2) раза. Но если /'.*) 
обращается в нуль (л — 2) раза, то ее производная, т. е. /"(дс), обра¬ 
щается в нуль (л — 3) раза. Продолжая рассуждать таким же обра¬ 
зом, мы последовательно приходим к таким заключениям: 

/(*) обращается в нуль л раз 
/(*) . . . л —1 . 

/"(*) . . . Л-2 . 


/ (п ~ 2 Чх) . . . 2 . 

Г-'Чх), . . 1 . 

Продолжать таким же образом далее мы не можем, потому что 
( {п “ г) (х) обращается в нуль только один раз. Теорема доказана. 

§87. Теоремы Лагранжа и Коши. 

Если 

№ = №, 

то по теореме Ролля есть такое 5, промежуточное между а и Ь, чте 
/*(2) = 0 при условии конечности произюдной внутри интервала (д, Ь). 
Таким образом, теорема Ролін дает некоторые указания на свэйство 
значений производной, но дает их только в том случае, когда значения 
функции на концах интервала равны. Теоремы Лігранжа и Коши не 
требуют этого ограничительного условия для значений функции. 

Теорема Лагранжа . Если производная непрерывной функции 
/\х) везде конечна внутри интервала (а, &), то разность между 
значениями функции на концах интервала равна длине интервала, 
умноженной на значение производной в некоторой внутренней 
точке интервала. Следовательно, всегда имеет место равенство 

АЬ)-/(а) = (Ь-а)Г(і), 
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( 1 ) 





где 5 —число, промежуточное между а и &, при единственном 
условии, чтобы производная /(*) была конечна во всех точках 
внутри интервала. 

Чтобы доказать эту теорему, мы построим с помощью данной функ¬ 
ции /( х ) новую функцию, которая удовлетворяла бы условиям теоремы 
Ролля, т. е. значения которой на концах интервала были бы равны. 
Пусть к — произвольно взятое число. Рассмотрим функцию 

. #(*) =/(•*) — Ьх. (2) 

Значения этой функции на концах интервала таковы: 

Ф{а) =/(«) — (3) 

ф{Ь)=№~кЬ. 

Посмотрим, нельзя ли подобрать к так, чтобы эти значения были равны, 
т. е. чтобы иметь равенство 

Да) — ка =ДЬ) — кд. 


Очевидно, для этого необходимо и достаточно взять 

к= т-м ' 

Ь — а 


Возьмем же в (2) к таким. Тогда будем иметь 

ф{а) = ф{Ь). 


Слетовательно, значения функции ф{х) на концах интервала равны. 
Кроме того, из (2) имеем 

Ф\х)=т-к. ( 5 ) 

По условию теоремы производная /( х ) конечна внутри интервала. Из 
(5) следует, что и ф*(х) тоже конечна внутри интервала. 

Таким образом, функция ф(х) удовлетворяет всем условиям теоремы 
Ролля: ее значения на концах интервала равны, а ее производная 
внутри интервала конечна. Поэтому, применяя к ней теорему Ролля, 
заключаем: есть такое 2, промежуточное между а и Ь у что 

» = 0 . 

3 меняя в (5) х через 2, получим 

о =№-к> 

откуда к—/*($). Сравнивая это значение для к с (4), получим (1), и 
теорема доказана. 

Как и для теоремы Ролля, так и для теоремы Лагранжа требуется 
конечность производной внутри интервала. На значение производной 
на концах интервала не налагается никаких ограничений. 

Теорема Коши . Если производные двух непрерывных функций 
конечны внутри интервала и нигде одновременно не обращаются 
в нуль, то отношение разностей значений функций на концах ин¬ 
тервала равно отношению значений их производных в некоторой 
внутренней одной и той же точке. Следовательно, если производные 
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двух функций <р(лг) и <!>(х) конечны внутри интервала (а, Ь) и не 
обращаются одновременно в нуль, то всегда 

Ч>{Ь) — 1 (а) _ »'(;) г6 * 

ф(й)-ф(а) - ф'(5) ’ 

где 5 — некоторое число, промежуточное между а и Ь. 

Доказывается эта теорема подобно теореме Лагранжа. Разумея под 
к постоянное число, рассмотрим вспомогательную функцию 

ф{х) — у{х) — Щх). (7) 

Ищем такое к , чтобы значения этой функции на концах интервала были 

ф(а) = у(а) — к'Ь{а), ф(Ь)--=у(Ь) — кЬ{Ь), 


а потому, чтобы иметь равенство 

ф(а) = ф(Ь), 


необходимо и достаточно иметь 

<р(а) — Аф(о) = у(Ь) — кЩЬ), 

откуда 

у(й) — у(а) 

Ф(а)‘ 


( 8 ) 


Будем в (7) рассматривать к как раз таким. Тогда по теореме Ролля 
есть такое число 2, промежуточное между а и Ь, что 


Но из (7) 


*'(;) = 0. 

Ф \*)=?'(■*) — *У(*)- 


Полагая здесь х = ѣ, получим 

<р '(5)-Аф»(5) —0. (9/ 

Легко видеть, что ф'(;) 0. Действительно, если бы оказалось, что 

Ф'(?) = 0, 

то из (9) следовало бы, что также 

*'<&)=о, 


и таким образом производные ^> г (дг> и №(х) обращались бы в нуль 
в одной и той же точке Но по условию теоремы они одновременно 
не могут обращаться в нуль. Следовательно, ф'($)^0, а потому из (9) 


ш 


( 10 ) 


Сравнивая это значение для к с (8), получаем 
*(«) — д>(6) ^У(;) 

ф(д) - ф(Д; ф'(:)’ 


и теорема доказана. 
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Заметим, что а может быть как меньше, так и больше Ь. Говоря об 
интервале ( а , Ь ), не надо предполагать, что обязательно а<^Ь. Важно 
только, что а и Ь — концы интервала. Который из них левый, который 
правый, —это безразлично. То же относится и к теореме Лагранжа. 

Ниже мы подробно рассмотрим теорему Лагранжа. Приложения тео¬ 
ремы Коши будут рассмотрены в следующей главе. Пока же заметим 
следующее: равенство Коши (11) справедливо для любых двух функций. 
Примем в нем с!>(лг) = дет. Тогда і г (л:) = 1, и мы получим 

*(*) — ?(«) 

—т-;— — ^ Ы» 

о — а 

или 

Но этим равенством выражается как раз теорема Лагранжа, которую, 
следовательно, можно рассматривать как частный случай теоремы Коши. 
Если теперь нам дано, что 

<р(а) = у(Д), 

то из (12) следует, что при некотором Е 

<Р'(Е) = 0, 

и мы получаем теорему Ролля, которая, следовательно, есть тоже част¬ 
ный случай теоремы Лагранжа, а потому и теоремы Коши. 


§ 88. Геометрическое и кинематическое значения теоремы 

Лагранжа. 


На кривой у=/(х) отметим точки Л и В с абсциссами а и Ь. Секущая, 
проходящая через эти точки, наклонена к оси X под некоторым уг¬ 
лом (I (черт. 72). Легко видеть, что 





!(Ь)—1(а) 




Ь — а 

Но по теореме Лагранжа 

т-т 

Ь — а 

Пусть М — та точка на кривой, 
абсцисса которой 2. Касательная 
в точке М наклонена к оси X 
под таким углом а, что 

іе а = /'(?). 


Следовательно, = а = ?> а потому 

на всякой дуге АВ существует точка, касательная в которой 
параллельна хорде АВ этой дуги. 

Таков геометрический смысл теоремы Лагранжа. Рассмотрим, как 
можно истолковать ее кинематически. 
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Пусть по прямой, принятой за ось абсцисс, движется точка М так, 
что 

х=А*и 


где х — ее абсцисса в момент времени і. Рассмотрим два каких-нибудь 
момента времени і л и / 2 , из которых и П У СТЬ в эти моменты х 

соответственно равен х г и х 2 : 


Х \ - х 2 -/(^ 2 ^ 


Отметим на оси X точки Р и <2 с абсциссами лг, и х 2 (черт. 73). 
В промежуток времени от момента ^ до момента / 2 , т. е. в промежуток 
времени, равный точка М пере¬ 


местилась на вектор длиной 

Р^ = х 2 х 1 =/(/ 2 ) Д^). 



Вообразим фиктивную точку, которая Черт. 73. 

в тот же промежуток времени пробегает 

тот же вектор Рф, двигаясь равномерно. Эта точка должна двигаться 
со скоростью 

ЛЛ )-Л*і ) 

называемой средней скоростью точки М. По теореме Лагранжа 


-=/'($), где /,<5< і ѵ 


Но если ѵ — скорость точки М в момент і , то 

V =/'((). 

Поэтому /(?) есть истинная скорость точки М в некоторый момент с, 
промежуточный между і г и ( 2 . Следовательно, равенство (1) показывает 
что 

средняя скорость точки за данный промежуток времени равна ис¬ 
тинной скорости точки в некоторый момент данного промежутка. 

Таково кинематическое значение теоремы Лагранжа. 


§ 89. О промежуточном числе. 

Как в теореме Ролля, так и в теореме Лагранжа встречается неиз¬ 
вестное число, промежуточное между двумя данными числами. С подоб¬ 
ными числами в анализе часто приходится иметь дело и оказывается, 
что очень часто их выгодно представлять в несколько иной форме. 

Пусть а и Ь — два данных числа, и пусть 2—число, промежуточное 
между ними. Возможны два случая: или а < Ь, или а^>Ь. Если а<^Ь, то 

а потому, вычитая по о, 

О <2— а<^Ь — а. 


Деля это равенство на положительную величину 



Ь —а, получаем: 
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Если же то и, следовательно, 

0 >$— а>Ь — а. 

Деля это неравенство на отрицательную величину Ь — а, причем знак 
неравенства переменится на обратный, получим: 



< 1 , 


і. е. то же, что и раньше. Таким образом, отношение 

; — а 
Ь —а 


всегда равно некоторой положительной величине, меньшей единицы. 
Обозначая эту величину через 6, получаем 



что дает теорему: 

Всякое число Е, промежуточное между двумя числами а и Ь % 
всегда можно представить в следующей форме: 

5 = а 0(6 — и), 

где Ѳ — положительное число, меньшее 
единицы. 

Конечно, пока неизвестно Е, остается 
неизвестным и 0. Возможность данного 
предо авления очевидна геометрически. 
Чтобы получить абсциссу точки с, к абсциссе точки а (черт. 74) надо 
прибавить не весь интервал Ь — а, а только часть его. 

§ 90. Различные формы теоремы Лагранжа. 

Если функция Дх ) имеет конечную производную, то по тес реме 
Лагранжа 

ДЬ)-/(а) = (Ь-а)№- 0) 

Заменяя здесь 5 его выражением через 0, получим 

ПЬ)-Да) = (Ь- а)/'[а + ЦЬ - а)]. (2) 

Это новая форма теоремы Лагранжа. Так как здесь а и Ь — произвольно 
взятые величины, то, разумея под х и к какие угодно значения, мы 
можем заменить а через х, а А—через х-\-к . Тогда получим 

Дх + к) -Дх) = к/(х + 0А). (3) 

Следовательно, теорема Лагранжа может быть представлена в трех 
формах: 

/(*)-/(«) = {Ь- «)/(&), 

) (*) -/(а) = (Ь — а)}' [а + 9 (Ь - в)], 

Дх + к)-/(х) = Н/'(х+Ьк), 
где 0<6< I. 


1 — \Ѳф-а)ь— 

° І 


Черт. 74. 
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Третья форма теоремы Лагранжа самая простая. Заметим, что в ле¬ 
вой части равенства стоит приращение функции. Поэтому теорема Ла¬ 
гранжа известна также под названием теоремы о приращении функции. 

§ 91. О функциях, производные которых? равны. 

Мы знаем, что производная постоянного равна нулю. Теперь мы мо¬ 
жем без труда ответить на естественно возникающий вопрос о том, ка¬ 
кова должна быть функция, если известно, что ее производная тоже¬ 
ственно равна нулю. 

Пусть /( х) — функция, непрерывная на некотором интервале, про¬ 
изводная которой тожественно равна нулю. Если а — какое-нибудь про¬ 
извольно взятое значение аргумента, то на основании теоремы Лагранжа 
при всяком х 

/{*)— Г(а)=(х— а)/’(=), (1) 

где $ — некоторое число, промежуточное между а их. Так как по пред- 
положению, производная /'(х) тожественно равна нулю, то каково бы 
ни было неизвестное $ необходимо, чтобы /(Б) равнялось нулю, а потому 

/(*)“/(*)• 

Это равенство показывает, что, какие бы значения мы ни давали х , 
функция Дх) всегда сохраняет одно и то же значение. Получаем тео¬ 
рему : 

Производная постоянной величины равна нулю, и обратно—если 
производная функции тожественно равна нулк>, то функция равна 
некоторой постоянной величине. 

Опираясь на эту теорему, можно доказать более общую. Мы знаем, 
что если две функции равны между <;обой при всех значениях перемен¬ 
ного, то производные их тоже равны между собой. Исследуем обратный 
вопрос: каковы должны быть функции, если их производные равны? 

Пусть ср(дг) и ф(х)—две непрерывные функции, производные кото¬ 
рых равны: 

?'(*) = $'(*)• ( 2 ) 

Обозначим через ф(х) разность между этимі функциями: 

ф{х) = <Р(*) — <!>(*); (3) 

следовательно, 
а потому благодаря (2) 

Ф'(Х) = 0. 

Так как производная от ф(х) тожественно равна нулю, то по только 
что доказанному сама функция ф(х) есть некоторая постоянная вели¬ 
чина. Обозначая эту постоянную величину через с, мы из (3) получаем 

*(*) — ф(*) = с. 

Обратно, если бы мы наперед знали, что 

<?(•*) = Ф(*) +*. 
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то, диференцируя это равенство, получили бы: 

?'(*) = Ф'(*). 

Следовательно, можно высказать такую чрезвычайно важную теорему: 

Если две функции равны между собой или если они отлича¬ 
ются друг от друга на постоянную величину, то производные их 
равны; обратно — если производные двух функций равны, то раз¬ 
ность между функциями есть величина постоянная. 

Применим эту теорему к такой задаче. Мы знаем, что 


Спрашивается: есть ли, кроме показательной функции, иные функции,, 
производные которых равны им самим? 

Пусть у — неизвестная функция, производная которой равна ей самой. 
Следовательно, 

У =Уъ 

откуда 



У 


Но левая часть равенства есть не что иное, как производная от Іп \у !; 
правая же часть равна производной от х. Поэтому мы можем написать 
равенство 

й Іп \у\ _ йх 

йх йх ’ 

которое показывает, что функция Іп\у\ и х имеют равные производ¬ 
ные. Следовательно, разность между ними есть некоторая постоянная ве¬ 
личина. Обозначая ее через с, имеем: 

\п\у\ = х + с, 

откуда следует, что 

\у\ = е с + х = е с -е х . 

Следовательно, смотря по тому, положителен ли у или отрицателен 

у = Ч— е? • 6 х . 

Полагая же для сокращения письма 

А = ±е* 9 

мы приходим к заключению: если производная от функции равна самой 
функции, то функция должна быть следующего вида: 

у = Ае х . (4> 

Заметим, мы доказали только то, что если существуют функции, рав¬ 
ные своим производным, то они необходимо должны быть типа (4), но 
мы еще не доказали, что всякая функция такого типа равна своей 
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производной. В последнем мм легко 
диференцированием: 


йАе* 

ах 


= Ае х , 


убеждаемся 


непосредственным 


а потому окончательно приходим к заключению: только функции типа 
Ае х обладают тем свойством, что производная функции равна самой 
функции. 

Если же мы не будем обращать внимания на постоянный множитель 
А у то мы можем утверждать, что показательная функция е х есть един¬ 
ственная функция, обладающая тем свойством , что производная ее 
равна ей самой . 

§ 92. Заключение. 

1. Теорема Ролля . Если непрерывная функция обращается в нули на 
концах интервала и имеет производную, конечную внутри интервала, 
то эта производная обращается в нуль по крайней мере хоть один раз 
внутри интервала. 

Обобщение 1. Если производная непрерывной функции г конечна 
внутри интервала и если функция на интервале обращается п раз в 
нуль, то ее производная обращается в нуль по крайней мере (п — 1) 
раз. 

, Обобщение 2. Если функция обращается на интервале п раз в нуль 
и если все ее производные до (п —1)-го порядка включительно ко¬ 
нечны, то каждая из этих производных обращается в нуль по крайней 
мере один раз. 

2. Число 2, промежуточное между а и Ь, может быть представлено 
в следующем виде: 

$ — а-\-ЦЬ — а)у где 0<6<1. 

3. Теорема Лагранжа . Если производная от данной функции /( х ) 
конечна внутри интервала (а, Ь) у то 

/<*)—/(«)=(*-«)Л5). 

I где Е — промежуточное между а и Ь, и 

! /(* +А)-/(*)=» А/(х + М), 

• где О<0<1. 

4. Теоремъ Коши. Если производные функций у(х) и ф(х) конечны 
| внутри интервала (о, Ь) и не могут одновременно обращаться в нуль, 

I то 

ф(6)-ф(й)™ ф'(5) ’• 

где $ — число, промежуточное между а н Ь. 

5. Если производная функции тожественно равна нулю, то функ¬ 
ция равна постоянной величине. 

Если производные двух функций равны, то разность между функ¬ 
циями равна постоянной величине. 



ГЛАВА ОДИННАДЦАТАЯ 


ТЕОРЕМА ЛОПИТАЛЯ. ИСТИННЫЕ ЗНАЧЕНИЯ 
НЕОПРЕДЕЛЕННЫХ ВЫРАЖЕНИЙ. 

Понятие о производной может быть применено к отысканию тік 
называемых истинных значений неопределенных выражений. Как известно, 

выражения, содержащие указания на действия, не возможные 
над величинами, входящими в их состав, называются неопределен¬ 
ными выражениями. 

Между прочим, всякое выражение, содержащее указание на какое 
нибудь действие над символом бесконечности, есть неопределенное 
выражение. Фактически неопределенные выражения никогда не появляются 
самостоятельно. Они всегда являются как частный случай выражений, 
содержащих переменные аргументы. 

В дальнейшем мы ограничимся выражениями, содержащими только 
одно переменное. 

Если выражение /(х) принимает при х = с неопределенный вид, то 
число с называется точкой неопределенности этого выражения. Так, 
нап.зимер, для выражения 

5ІП X 
X 


значение лг = 0 есть точка неопределенности; также ею будет и значение 

X = 00 . 

Предел выражения в точке неопределенности, если он существует, 
называется истинным значением выражения в точке неопределенности. 


Так, например, истинное значение выражения 


зіпх 

X 


при дг == 0 равно 


единице, потому что 


Ііш 


51П X 
X 




Наиболее важными неопределенными выражениями являю: са выражения 


О 

О’ 


<х> 

оо’ 


0>оо, 


0°, оо°. 


Если функция дана каким-нибудь математическим выражением, то 
точки неопределенности этого выражения называются точками неопре¬ 
де .енности данной функции. 
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§ 93. Истинное значение выражения —. 

Пусть имеем дробное выражение 

Мх) 

Ф(*)’ 


( 1 ) 


где <р(х) и ф(д:) — непрерывные функции. - Предположим, что эти функции 
обе обращаются в нуль при х — с у где с — некотсфое конечное число. 
Следовательно, выражение (1) при х = с принимает неопределенный 


вид о" 


. Вычислим его истинное значение. Для этого мы должны найти 


предел его при х — >с. 

Так как по предположению 


4>(с) = 0, ф(с) = 0, 

то можно написать, что 

?(*) _ <?(•*)—<р(г) 
Ъ(х) <|>(*) — ф(с) 


Применяя же к правой части теорему Коши, заключаем, ч о 

у(х) _ ?'(&) 
ф(дг) ф»(5) ’ 


где 2 — неизвестная величина, промежуточная между хне. 

Пусть теперь х приближается к с как к своему пределу по какому 
угодно закону. Ясно, что 5 тоже стремится к с как к своему пределу, 
а потому 


Нт 

Х-+С 


»(*) 

<!>(*) 



( 3 ) 


Но при этом необходимо обратить внимание на следующее обстоятель¬ 
ство: так как о величине 2 мы ничего не знаем, кроме того, что она 
промежуточна между х и с, то относительно нее мы можем утверждать 
только то, что если х стремится к с как к своему пределу, то Ё тоже 
будет иметь с своим пределом. Но по какому закону при этом $ будет 
приближаться к с % об этом мы ничего не можем сказать. Поэтому мы 
вправе предположить, например, следующее: в то время как дг прибли¬ 
жается к с непрерывно, 2, быть может, изменяется прерывно. Но 
предположим, что когда х —>-с, то отношение 

ч'(х) 

У(х) 


всегда стремится к некоторому одному и тому же пределу по какому 
бы закону х ни стремился к с. В таком случае нам нет необходимости 
знать, по какому именно закону в равенстве (3) 2 стремится к с. Мы 
можем заставить его стремиться к с по какому угодно закону. 

Если мы теперь в равенстве (3) вместо 2 снова напишем дг, то 
получим равенство 


Пт 

Х-+С 


?(*) 


= Ііт 

х-*с 
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при условии, чго предел правой части существует, т. е. что он не 
зависит от закона, по которому х — >с. Получаем теорему: 

Если непрерывные функции <р(лг) и ф(*) при х = с обращаются 
в нуль» то 

Нт = Нт г-і , 

х-+с <К*) лг->с Щх) 

но только при условии» что предел правой части существует. 

Эту теорему можно формулировать и так: 

Если отношение двух функций в пределе обращается в неопре- 
0 

деленное выражение —» то предел этого отношения равен пределу 

отношения производных рассматриваемых функций, но только при 
условии, что отношение производных имеет предел. 

Эта теорема известна под названизм правила Лопиталя (ГНоврііаІ) 

для раскрытия неопределенностей типа ~. 

Примеры. 

. .. 5іпл: (ііпх)' со$х 

1. Нт - = 1іт —, = Ит —г— = соз0 = 1. 

х -Я) X л-»0 (■*“) лг-Ю I 


2 . 

дг-0\ 1 — С05* / х - 0 \ 8ІП* } 


В правой части выражение при х=0 опять приводится к виду—. 

Следовательно, применение правила Лопиталя один раз нам еще не дает 
возможности найти искомое истинное значение. Поэтому применяем то 
же правило еще раз. Получаем: 

(е х -\— х\ /е х —\\ „ е* 1 

*-»о\ 1—созл:/ х ^о\ зіпл: / х ^ 0 созл: 1 

3. В этом примере применяем правило Лопиталя четыре раза: 


л 2 х^\ 

■ 1п(1 -)-*) — 7Г“Ь"гг\ 


І-Ш» 


I . Зх 2 

1+х * + 2' 


1 — С05 X — 


ЭІП X — X 


.. /- 5Іпд: + (пЬ).- , + 3д: \ .. (- тх - { 7Т*р + 3 

І”Ѵ С08Х-1 / — -5ІП* 

( Яа *+<гЫ^ ] 

Д| ”\— -со.» =-*■ 


При доказательстве правила Лопиталя предполагалось, что х стремится 
к конечному пределу. Пусть теперь х стремится к ос и предположим, что 

Игл ;$.(*) = (), Ііт ф(дг) = 0. 
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Следовательно, 


Игл 

х-+с& 


?(*) _ о 

ф(<) 0 • 


Введем новую переменную, полагая 


1 / 1 

х = т ,І=~. 


Ясно, что Ит/ = 0 . Мы теперь имеем 

№п^=Нш 

і -> О 


> <!>(*) 


іі) 

*( 4 )' 


Так как і стремится к конечному пределу, то к правой части мож.ю 
применить правило Лопиталя. Имеем 


?(•*)_ 


Нт 7 — - = 1іт 
дг-»оо ф(^) 


Но 


Ит) 


<Р 


(т)=* м ’ 


1 

где х — ~ 


Поэтому, применяя теорему о производной функции от функции, подуй-'»» 

сіі(х) 


И!) 


а потому 


и . — 1 ./ М — 1 


Нт = Ііт 
*-*е <!>(-*) (->0 


!Іг) 

*’( 4 ) 


Вводя в правую часть вместо і опять х> окончательно имеем 

„ ш ^ =Ит Ш 


>♦<*) 


««!>’(*) ' 


Следовательно, правило Лопиталя остается в силе и тогда, когда 
X —>> ос. 


§ 94. Истинное значение выражения — . 


Предположим, что когда х стремится к некоторому пределу с, — 
конечному или бесконечному, все равно, — то 


Нт г ^(дг) = Ііт 4 (*) — оо. 

х~*с х-*с 
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И таком случае 


*_^ф(ЛГ) ОО 


В правой части имеем неопределенное выражение. Оказывается, что и 
для этого случая имеет место 

Теорема Лопиталя . Если при х 9 стремящемся к некоторому 
конечному или бесконечному пределу с, функции <р(х) и ф(лг) стре¬ 
мятся к оо так, что выражение 

Ф) 

Ф) 


в пределе принимает неопределенный вид —, то всегда 


Ііга|^-=Нш 

»♦(*) 


*'(*) 


(!)■ 


но при непременном условии, что предел правой части существует. 
Для доказательства этой теоремы мы предположим, что когда х—> с,. 

<?'(*) 


то предел имеет не только выражение 


Щх)' 


как требует этого теорема. 


но также и выражение 

?(<) 


Если неизвестный предел этого выражения обозначим через А: 


А — Іііп 

х—*с 


ф) 
ф)' 


то относительно него возможны только три предположения: или А 
конечно и не нуль, или А = 0, или Л = оо. 

1-й случай. А конечно и не нуль. Имеем 


1 

ф) = Ф) 

<!>(*) _ 1 _ ■ 

ф) 

т 0 

Теперь правая часть в пределе превращается в — , а потому мы 
можем применить правило Лопиталя. Имеем 



к ней 
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Так как по 
•получаем: 


предположению Аф О, следовательно, деля на А , 


1 = ЛНгп 


Ѵ(х) 
?'(*) ’ 


откуда 


А = Иш 


»*(*) 
$'(*) ’ 


а потому 


Ііш 


<р(*) 

Ф(*) 


!1ш 


да’ 


т. е. сн она имеем правило Лопнталя. 

2-й случай. Пусть теперь Л = 0, т. е. 


Ііш 


Ф(*) 

<М*) 


= 0 . 


Но в таком случае, прибавляя к обеим частям по единице, имеем: 




I. 


а потому согласно 1-му случаю, применяя правило Лопиталя, ниИдем, 
что 

іі ш уМ^ ) = и ш ? Ѵ)+^ 

Ф(*) ф'(л) 

т. е. 




Вычитая по единице, получим опять (1). 
3-й случай. Пусть теперь Л—-оо, т. е. 


Но в таком случае 


и по 2-му случаю 


т. е. опять 


Нт 


да 


да 


Нт 


да 

да 


= с» . 

= 0 , 


Нт^54==Нт 

да 


да 

да 


ііш 


да. 

да 


Пт 


да 
да' 


Итак, это равенство имеет место во всех трех случаях, а потому 
теорема доказана. 
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Пусть, например, требуется найти предел выражения 


1п 


1 Г 

*~2 


( 1 ) 


при * = 

Но если х 


тг 

2 ’ 


то 


Ііш 1 §л; = оо, 


Ііш 


Х ”*Т 


тг 


= 1п0 = — оо, 


оо 


а потому выражение ( 1 ) при х=- принимает вид —. По теореме имеем 

4 оо 

_ 1 


Нт- 


з 1п \ х ~2 


;Ііш 


Х ~*Т 


С08® X 
1 


X - 


= Нт 


ТГ 

*~2 

С05 2 ДС 


Выражение в правой части при х = * г принимает вид —. Применяя 

2 О 

к нему правило Лопиталя, найдем 

.. 1 11 


Ііш 


*т і“ 


ТГ 

*~2 


:Н(Л 




2 


_2соьд:5іпд: зш 2х зіптг 


Замечание. Мы доказали, что если 

тп?й = ~, 

х-*с И*) ОО 


ТО 


Ііт = Ііт , 

..-«ФИ х~е *1*> 

но доказали это при двух предположениях: при предположении, что 




со 

Что ка- 


имеет предел, и г ри втором предположении,*™ тоже имеет предел. 

сается первого предположения, то оно, как увидим, неизбежно. Поэтому и в 
теореме о нем явно упоминается. Но относительно второго предположения тео¬ 
рема ничего не говорит по очень простой причине. Как раз силу теоремы со¬ 
ставляет то, что она может быть применена при единственном ограничении, чтобы 
предел правой части равенства (1) существовал. Таким образом, теорема, утвер¬ 
ждая равенство (1). тем самым утверждает и существование предела отношения 
ѵ(х) 

~~ . При нашем же доказательстве существование этот предела предполагается. 

ты поэтому покажем, что теорема может быть доказана и без этого допущения. 
К сожалению, доказательство в этом случае достаточно сложно. 

Мы предположим, что с — конечное число и что 


Ііш *(лг) ~ Ііш ф(х) = оо, 

х-*с Х-+С 


11 


Днференішальное исчисление. 


( 2 ) 
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когда х - >с слева. Также предположим, что ^ имеет в точке с некоторый 

конечный предел, который обозначим через А: 

11т ТиГ = А (3) 

*-кг У I х ) 

При доказательстве будем опираться на следующее Е-свойство предела: 
Если А — предел функции Дх) в точке с , то для всякого как угодно малого 
положительного г можно найти такое положительное т), что 

;/(*) — А | < *, если | х - с | < ц, (4) 

Согласно этой теореме, взяв произвольно е > 0, обозначим через т] такое 
положительное число, что 

1 [<*• < 5 > 

если 

I* —(6) 


Построим точку с — 1 ) (черт. 75) и будем рассматривать только те значения 
х , которые лежат в интервале (г — ц. с). Согласно (5) и ( 6 ), пока х в атом ин¬ 
тервале, 

ф 7г\ 

с-т\ а х с —=Л + е г , где 1а г | < и. (7) 

• і 1 1 х 

Конечно, с изменением х будет меняться и 
Чеот 75 Но для нас безразлично, ка * оно будет меняться. 

р ’ * Важно только то, что пока х между с — ц н с, іо 

И < «• 

Возьмем теперь какую-нибудь точку а в интервале (с — і), с). По теореме 
Коши 

у(лг) — т(д) 

Фі* )-ф(«) ~№' { ) 

где 5 как промежуточное между х и а необходимо лежит в интервале (с—г і, с) 
а потому согласно (7) 

■Й!) = Л+,« ,0, 

где относительно е" мы знаем только то, чго |е"| < е. 

Теперь (8) даег 


*(•*) - т(Д) 
Их)-«а) 


= А + е", 


откуда 


<И <*> 


= М + «*) 


Рассматриваем функцию 


1 _ Ф(д) 

/ (х)== _ ІІІІ 

1 __?И ' 
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Здесь а постоянно. Если х 
ся к с», а потому 


с 9 то по условию теоремы ?(*) и ф(*) стремят- 
11т /( х ) = I. 

Х-+С 


Но если 1—предел функции Дх) в точке е л то по равенству (4) можно найти 
таксе т)', что 

|/ (л) — 1|< с, если \х — с| < ц. 13 1 


Строим точку г — V и предполагаем, что х лежит в интервале (с — V. *)• П Р И 
таком х имеем согласно (13) 

/(дг)=1+е 4і где |е 4 | < е. (14) 

Теперь из (И) следует, что пока х лежит между с — V и всегда 

>(?) ={А + ° (1 + '«>• I*' 1 < *• І*'! < *• 05) 


или 


т(д) 

И») 


= 4+ ><«, +«* + «•«„ 


откуда 

|$_„| <И , І+І+А 


Предполагая же, что в взято с самого начала меньше единицы и что поэто¬ 
му с* < в, имеем 

іФ-л|<(М + 2)«. (16) 

В результате мы доказали, что для всякого в > О можно найти такое г/, что 

если 

\х— с|<Ѵ, 0<) 


то имеем (16). 

Пусть теперь 8 > 0 — произвольно взятое число. Выбрав его, возьмем 

_ 8 

* _ ИІ +2 


и для этого в найдем і/. Согласно (16) будем иметь 


Ф) 

Их) 


— Л 


<*, 


( 18 ) 


если имеет место (17). 

Пусть теперь х стремится к с слева. Начиная с некоторого момента, будет 
иметь место (17), а потому и (18). Следовательно, 


Нт 

х—*с 





т. е. 


Ііга 

х-*с 


Іг1 = “» 

| К-<) х^с 


?» 

♦'(*) * 


и теорема доказана без каких бы то ни было предположений о пределе . 

тѴ**/ 
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§ 95. Правило Лопиталя. 


Сводя полученные результаты в одно, получаем 

Правило Лопиталя . Если выражение обращается в преде¬ 


ле в - или в , то всегда 

іі ?(■*) і< ?'(■*) 

Нт-р7-т = Нш -777-г 

ф(дс) ф л) 


( 1 ) 


при единствеаном условии, что правая часть имеет предел. 

Если теперь нам встретится необходимость раскрыть неопределенности 

О оо 

иного типа, то их стараются привести к типу — или —-. 

о 


Обратим внимание на то, что равенство (1) доказано только при 
условии, что предел правой части существует. Поэтому если при при¬ 
менении правила Лопиталя окажется, что правая часть не имеет предела, 
то это только показывает, что для отыскания предела левой части нельзя 
применить правила Лопиталя, а потому надо искать другие приемы. Но 
если правая часть не имеет предела, это еще не значит, что его не 
имеет и левая часть. Часто праваи часть не имеет предела, а левая его 
имеет. Рассмотрим, например, выражение 

о - 1 

X 2 ЗІП - 
X 


которое при х = 0 обращается в Применяя правило Лопиталя, имеем 

, . 1 о • 1 1 

X 2 5ІП - 2х 8Ш-С05 — , 

X х X 1 

Нт -= Ііт --= — Іші соз — . 

х-*о 5іп х соз л: х-* х 


Но соз - при л;=0 не имеет предела. Отсюда заключаем не то, что 
х 

выражение (1) не имеет предела, а только то, что для отыскания его 
нельзя применять правило Лопиталя. И в данном случае нетрудно убе¬ 
диться, что выражение (1) имеет предел. Для этого стоит только напи¬ 
сать, что 


х 2 зіп - 

X 


ЗІП X 



и мы немедіенно же заключаем, что 


х 2 зіп - 

Пт-- = 0. 

х-0 5ІПЛГ 
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§96. Заключение. 

Теорема Лопиталя. Если при х, стремящемся к конечному или 
бесконечному пределу, выражение 

<р(х ) 

Цх) 

О оо 

принимает в пределе вид - или — и если в то же время отношение 

О оо 

<р’Й) 

Ф’(*> 


Пт 


У(*) 

«И*) 


— Ііт 


?’(*) 
ф'(дг) ' 


имеет предел, то 



ГЛАВА ДВЕНАДЦАТАЯ 


ДИФЕРЕНЦИАЛ. 

Введя понятие диференциала, мы из свойств его пока рассмотрели 
только его применение к обозначению производных. 

В этой главе мы рассмотрим некоторые его свойства, которые отчасти 
выяснят нам ценность его и покажут, почему в приложениях часто 
целесообразней пользоваться им, чем производной. 

§ 97. О системах переменных величин. 

С одной переменной величиной в сущности никогда не приходится 
иметь дела. Фактически мы всегда принуждены рассматривать не одну, 
а системы величин, связанных между собой теми или иными соотно¬ 
шениями, благодаря которым все они могут быть рассматриваемы как 
функции одного или нескольких независимых 
переменны*. Пусть, например, мы изучаем 
кривую 

у = х* 

и пусть М(х, у) — произвольно взятая точка 
на ней (черт. 77). Обозначим через 5 дугу 
ОМ 9 через и — площадь ОРМ> через а — угол 
касательной с осью X. Получаем систему 
величин 

х* У у 5у 2» и у (1) 

тесно связанных с кривой, а потому и между 
собой. 

Если х будет меняться, то будет ме¬ 
няться и положение точки Лі, а потому и 
каждая из величин (1). Но всякий раз, как л: 
получает определенное значение, каждая из этих величин тоже принимает 
определенное значение, а потому каждая из них есть функция х . Таким обра¬ 
зом, мы имеем систему функций одного и того же переменного. Но вместо 
того, чтобы принимать за независимое переменное х 9 мы могли бы 
принять за него дугу $. Ясно, чго с изменением этой дуги изменяется 
и положение точки /И, а потому меняются и значения всех остальных 
величин х, у $ а, и . Каждую из них можно рассматривать как функцию 
от 5, считая 5 независимым переменным. Вообще легко видеть, что 

Если мы имеем систему величин 

х г у, г, ѵ , і, 
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каждая из которых может рассматриваться как функция одной из 
них, то можно любую из этих величин принять за независимое 
переменное и рассматривать все остальные как функции его. 

Действительно, если раньше, например, мы рассматривали все вели¬ 
чины, в том числе и /, как функции х, то, приняв / за независимое, 
мы заключаем: если раньше мы рассматривали / как функцию х , то х 
можно рассматривать как обратную функцию і . Но если у — функция х, 
а х — функция *, то у можно тоже рассматривать как функцию /. 
Утверждение доказано. 

Заметим, что когда мы говорим, что систему величин мы рассматри¬ 
ваем как функцию одной из них, например как функцию от і у то это 
не значит, что мы должны фактически иметь явные выражения этих 
зависимостей. Такие выражения мы можем и не иметь, но мы всегда их 
можем мыслить. Так, например, если нам даны два уравнения 

х 3 + 51"^ + ^ = 0, (2) 

*+*»+*•—О, (3) 

то, решив их относительно у и г и считая х независимым переменным, 
мы явно выразили бы зависимость у и г от х. Но и не решая этих 
уравнений, мы все-таки можем рассматривать у и г как функции х. 
Если мы затем примем, например, 

х = 5ІП і 

и независимым переменным будем считать 1, то тогда у иг станут 
функциями 1. 

Итак, всякий раз, как мы имеем систему величин, рассматриваемых 
как функции одной из них, то любую из этих величин можно принять за 
независимую переменную и рассматривать остальные как функции ее. 

§98. Основное свойство диференциала. 

Вспомним, что аргументом функции мы называем всякую величину, 
стоящую под знаком характеристики функции, и что он может быть, 
но может и не быть независимым переменным. 

Пусть 

У=/(х), х = <р((). (1) 

Если мы за независимое переменное принимаем х, то производную 
от у как функции х будем обозначать так: у 9 . Если же мы у рассма¬ 
триваем как функцию /, которое принимаем за независимое переменное, 
то производную от у как функции і будем обозначать так: Ус 

Ясно, что 

У. г'=/(*). (2) 

Применяя же теорему о производной функции от функции, найдем 

^( 3 ) 

Сравнивая (2) и (3), заключаем: 

Выражение производной от зависимой величины зависит от 
выбора независимого переменного. 
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Так, например, пусть имеем такую систему величин: 

у = х 3 , х = 5 Іп ( 9 х = и 2 . (4) 

Любую из них мы можем принять за независимое. Если примем .г, 
то 

^ = 3**. (5) 

Если примем і , то _ 

^,' = 3* 2 со5 — х 2 , (6) 

а если и , то 

у и = З * 2 2 и = 6 * 2 ^ *. (7) 

Равенства (5), ( 6 ) и (7) ясно показывают, что выражение производ¬ 
ной у 1 меняется в зависимости от того, какое переменное мы принимаем 
за независимое. Поэтому если в течение некоторого рассуждения при¬ 
ходится рассматривать производные от одной и той же величины по 
различным независимым переменным, то эти производные нельзя обозна¬ 
чать одним и тем же символом. Необходимо индексом указывать на то 
переменное, которое при вычислении производной принимается за неза¬ 
висимое. 

Рассмотрим теперь диференциал. По определению 

диференциал функции независимого переменного есть произве¬ 
дение производной функции на приращение независимого перемен¬ 
ного. 

Поэтому если * — независимое переменное, то 

йу =/(*)Д*. 

Отсюда следует, что 

<іх — ^х у сі/{х) —р{х)(1х, 
а потому имеем теорему: 

Диференциал независимого переменного равен приращению не¬ 
зависимого переменного. 

Диференциал функции равен произведению производной функ¬ 
ции на диференциал независимого переменного. 

Посмотрим, что нам даст это понятие диференциала, если его прило¬ 
жить к функции от функции. 

Пусть попрежнему 

У-Пх), х = у(1) 

и і —независимое переменное. Вычислим йу, рассматривая^ как функ¬ 
цию і. Для этого мы должны вычислить производную уі и помножить 
ее на ДІ. Имеем 

Іу=у\ 1*, 

и так как 
поэтому 

Лу=?'{х)у'{і)Ы. ( 8 ) 

Но теперь х есть функция /, а потому 

йх = <р'(/)Д/. 
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Вставляя это выражение в (8), получаем 

йу-=}\х)йх, 

т. е. получаем такое же равенство, какое имели в том случае, когда 
независимым переменным было х. Имеем теорему, в которой выражается 

основное свойство диференциала. Если 

у=Ях), 

то всегда 

йу=/(х)йх. 


как в том случае, когда аргумент х есть независимое переменное, 
так и в том случае, когда он является сам функцией независимого 
переменного. Следовательно, диференциал функции при всяком вы¬ 
боре независимого переменного равен произведению производной 
функции по аргументу на диференциал аргумента. 

Чтобы ясней видеть, от чего это происходит, представим приве¬ 
денное доказательство в сжатом виде в форме такой таблицы: 


х — независимое 

у=А*), 

Ух =/(*), 
йу=/'(х)Ьх, 
йх = Дх, 
йу=/'{х)йх, 


і — независимое 

у=А х ), •* = <?('), 

ау=Г(Щ'№, 

ах=у'(№, 

йу=/'(х)йх. 


Ясно теперь, что, хотя слева и справа стоит 

йѵ — /'(х)йх, 

но значение символа йх не одно и то же в обоих случаях. Влево 
йх — произвольное приращение независимого переменного, справа же не¬ 
которая функция его. Таким образом, 

хотя равенство 

йу=/'(х)йх (9) 


справедливо при всяком выборе независимого переменного, но зна¬ 
чение символов йх и йу, входящих в него, меняется с переменой 
независимого переменного. 

Поэтому и в случае диференциалов тоже надо было бы указывать 
индексом, по какому независимому переменному берется диференциал. 
В сущности 

й х у, йу, й,у,... 

суть различные выражения. Но так как равенство (9) справедливо при 
любом значении независимого переменного, то 

й х у=/'(х)й х х 

а 1 у=Г(х)й е х, ( 10 ) 
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Таким образом, равенство (9) остается верным, какой бы индекс мы 
ни приписали, а потому можно его и не приписывать, т. е. можно не 
указывать, какое переменное служит независимым. Из (10) имеем 




а х х 


<і г х 


и мы приходим к следующему замечательному выводу: 

Величина отношения двух диференциалов 


Ох 


совершенно не зависит от выбора независимого переменного и 
всегда равна производной от у по х, если х рассматривать как 
независимое. 

Это свойство отношения диференциалов назовем инвариантностью 
его. (Инвариантность — значит „неизменяемость*). 

Мы видели, что если, например, 

.У=* 3 , (П) 


то нельзя написать, чему равна производная от у, прежде чем не сделать 
выбор независимого переменного. Но диференциал можно. Раз мы име¬ 
ем (11), то, совершенно не думая о том, какое переменное принимается 
за независимое, мы вправе написать 

йу = Ъх*йх. 

Возможность писать выражения диференциалов, не устанавливая 
предварительно выбор независимого переменного, представляет в прило¬ 
жениях большое преимущество диференциала перед производной. 


§ 99. Предел отношения приращений двух функций. 


До 

Если ѵ — функция и, то предел отношения — равен 


производной 


от ѵ по к, при этом в равенстве 

,. До йѵ 

Ьт Ш=Т« 


( 1 ) 


йѵ 

выражение — может быть по желанию рассматриваемо или как символ 

производной, или как отношение двух диференциалов. 

Положим, что обе переменные и н ѵ являются функциями третьей 
величины х у принимаемой за независимое переменное. Пусть, например, 


« — ?(*). =<|»(*). 

_ 

Рассмотрим, чему равен в этом случае предел отношения -г- . Имеем 



а потому 



1 — 

т Ддг_ф'(*) __ <1ѵ 

Ит Д« _ <*'(*) — ч'{х)Ьх ~йй' 
\х 


Получаем теорему: 

Если и и ѵ —функции одного и того же переменного, то 


Ііл 


Д© 


йѵ 

йи 


Следовательно, предел отношения приращений двух переменных 
равен отношению их диференциалов. 

Эту же теорему можно доказать несколько иначе. Если и и ѵ — функ¬ 
ции х, то в таком случае всегда можно рассматривать ѵ как функцию 
и, принимая и за независимое переменное. Рассматривая же ѵ как функцию 
и , мы имеем по определению производной: 


Дѵ ' 
Ііт -г— = ѵ и , 
Ди 


или 



йѵ 

ай ’ 


' ( 1 ) 


где в прзвой части стоит отношение диференциалов, взятых по незави¬ 
симому переменному и. Но мы уже знаем, что отношение диференциа¬ 
лов не зависит от выбора независимого переменного; поэтому в (1) мы 
можем считать независимым переменным не только и, но и любую ве¬ 
личину, а следовательно, и величину х. 

Эта теорема имеет чрезвычайно важное значение для различных при¬ 
ложений анализа, потому что она позволяет написать равенство (1), не 
думая о том, какая величина служит независимым переменным. 


100. Отношения ^ 


і а / 

йх 

ах * 


Мы видели, что равенство 


йу =;\х)йх 

справедливо не только тогда, когда независимым переменным служит дг, 
но и тогда, когда за независимое переменное выбрана любая величина 

„ йу 

і у функцией которой является х . Поэтому величина отношения не 

зависит от выбора независимого переменного и всегда равна производ¬ 
ной от у по х. 
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Является вопрос: обладают ли темн же свойствами отношения 
(Ру №у (і 4 у 
Ох*' ей*' 

Легко убедиться, что величины этих отношений вполне зависят от вы¬ 
бора независимого переменного. 

В самом деле, если х — независимое переменное, то в равенстве 

йу = і'[х)йх 

мы при диференцировании можем выносить йх, рассматриваемый как 
постоянный множитель, за знак диференциала, что дает нам равенства: 

й 2 у=}*(х)ах 2 , 

й 2 у=/’"(х)йх 3 

и т. д. 

Но положим, что х в свою очередь — функции нового переменного і: 

* = ?(*). 

и пусть это і принимается за независимое переменное. Теперь 

йх = ^\і)йі у 
(Рх = уГ{і)(Ш, 

и все диференциалы от х являются функциями /; поэтому их нельзя 
трактовать как постоянные множители. Заметив это и считая і незави¬ 
симым переменным, мы все-таки имеем равенство 

4у=/'(х)йх, 

а потому 

й 2 у=с1{1 : (х)ёх). 


Так как теперь мы имеем в правой части произведение двух функ¬ 
ций /( х) и йх, то, применяя теорему о диференциале произведения, 
получаем: 


#у=Г(хѴ**+А*№х 9 


а потому 




о 


Мы ясно видим, что отношение 


йх 2 


вообще не равно второй производной от у по х. Равенство между ними 
потому не имеет места, что в правой части (1) стоит добавочный член 

й 2 х 

йх 2 ' 

который обращается в нуль, если независимым переменным служит х 
потому что тогда й 2 х = 0. Следовательно, 
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отношение -т-т- равно второй производной от у по х только при 
их* 

условии, что независимым переменным служит х. 

Рассмотрим пример. Пусть у ~ зіп х. Если х —независимое перемен¬ 
ное, то 

Лу = С 05 X (ІХі (Ру= — 5 ІПЛГ*/* 2 , 


и, следовательно, 


Ах* 


ЗІП X. 


Но пусть х в свою очередь — функция например 

х = і 2 ; 

будем считать і независимым переменным, тогда 

_у = зіп (/*), 


и мы имеем 


а потому 


т. е. 


йх = 2 Ыі, <*у = 2/соз(г 2 )Л, 

(Рх = 2йР, (Ру = { + 2 сок (і 2 ) — 4 І г 5 іп (1-) \<И 2 , 


(Ру _ СОВ (Р) 
~йх* ~ 2 Р 


— зіа(Р), 


(Ру . С08 X 

-т—т = — 51П X 4- —- , 

йх 2 ^ 2х 


и мы имеем совершенно не то, что имели раньше. 

Все это тем более справедливо относительно отношений диференциа- 
лов высших порядков. Считая х функцией независимого переменного 
(, мы последовательно находим: 

йу—('(х)<1х, 

(Ру =/"(■*) (іхР + Г(х)Рх, 

(Ру = /"'(X) (Ас) 3 + ЪГ{х)йх<Рх 4- /'(х)Рх, 

и т. д., откуда следует, что 

величина каждого из отношений 

й\у (Ру (Ру 
Ох а" Л?' О*'"' 

вполне зависит от выбора независимого переменного: эти отноше¬ 
ния равны соответствующим производным оту по х только тогда, 
когда независимым переменным служит х. 

Таким образом, только простейшее из этих отношений, а именно 
отношение 

Ау 
Ах г ’ 

сохраняет свою величину при всяком выборе независимого переменного. 
Оказывается, что этим свойством этого отношения можно воспользо¬ 
ваться для вывода ряда следствий. 
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Если у — функция х и если независимым переменным служит х , то 

. (і) 

і іх 2 йх 


В левой части этого равенства независимым переменным служит х\ но 
в правой части стоит отношение двух диференциалов от величин х и 
у' х \ так как величина отношения диференциалов не зависит от выбора 
независимого переменного, то в правой части независимым переменным 
можно считать какую угодно величину. Кроме того, 



причем в правой части диференциалы могут быть взяты тоже по какому 
угодно переменному, а потому равенство (1) может быть представлено 
в такой форме: 


(І*Ѵ _ (ІХ 


причем в левой части независимым переменным необходимо должно быть 
х , в правой же части независимым переменным может быть какая угодно 
величина. Таким образом, мы приходим к замечательному заключению, 
что 


величина отношения 



не зависит от выбора независимого переменного. 

Полученный результат весьма замечателен. Оказывается, что величина 
выражения 


Фу 

ах* 


( 3 ) 


зависит от выбора независимого переменного; но стоит это выражение 
переписать так: 



(4) 


йх 


чтобы получить выражение, величина которого не зависит от выбора 
независимого переменного. 

Не надо, конечно, забывать, что равенство 

(Ру _ ах (5) 

ах 2 ах 
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справедливо только при условии, что в левой части диференциалы бе¬ 
рутся по переменному х. 

Так как, пользуясь теоремой о диференциале частного, мы имеем: 



йх 


йхй 2 у — йуй 2 х 

Ъ7* 


то получаем теорему: 

Величина выражения 

йхй г у — йуй 2 х 
йх? 


( 6 >. 


не зависит от выбора независимого переменного. 

Так как выражение (6) сохраняет одну и ту же величину при любо м 
значении независимого переменного, то, считая х независимым перемен¬ 
ным и зная, что в таком случае й 2 х = 0, мы видим, что выражение (6) 
принимает следующий вид: 

йхсРу (Ру „ 

йх 2 йх 2 У* * 


откуда приходим снова к прежнему заключению, что при всяком выборе 
независимого переменного 


л йу - 

йх 

~<й= У 


Нетрудно расширить полученный результат. Мы знаем, что выражение 

й*у 

йх* 


зависит от выбора независимого переменного; считая х независимым- 
переменным, мы имеем: 


й 2 у 

йх* 


а< г 

йх 

Чх 

йх 


Это равенство написано нами в предположении, что независимым 
переменным служит х. Но так как в правой части равенства фигурируют 
только отношения диференциалов. то, следовательно, величина правой 
чісти не зависит от выбора независимого переменного. Все это дает 
теорему: 

Значение каждого из отношений 


а 

йу_ %1х 
йх ' йх ’ 


ай 1 

йх 

йх ’ 


не зависит от выбора независимого переменного. 
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Рассмотрим пример. Пусть х и у — функции і: 

•*=<?(*). у—Щ- 


Тогда у можно рассматривать и как функцию х. Положим, что, рас¬ 
сматривая у как функцию х, мы нашли, что некоторая величина /?*) 
оііредгляется с помощью равенства: 

з 


П-Ьг'У 

/ 


где у и / — перзая и вторая производные от у по х. Перепишем так: 



причем в правой части пока диференциалы берутся по независимому пе¬ 
ременному х. Но теперь мы имеем только отношение диференциалов, 
а потому имеем право считать независимым переменным какую-угодно 
величину. Очевидно, что 


{йх 2 -\- гіу*) 2 
ЛхсРу — йуі г х 


Если мы примем независимым переменным опять х, то й г х — 0, и 
мы имеем: 


/? = 


(йх* + <1у*)* 


йх<Ру 




(Ру 

йх 2 


3 _ 

і 2 \2 


(1 4 -у' 1 ) 

/ 


т. е. мы получили исходное равенство. 


§ 101. Вычисление диференциалов. 

Фактическое вычисление диференциалов от различных функций всегда 
может быть осуществлено с помощью теорем о диференциалах совер¬ 
шенно так же, как производится вычисление производных. Но очень 
часто можнэ с выгодой воспользоваться свойствами диференциалов для 
вычисления производных. Пусть, например, х и у связаны уравнением: 

. х 

ху — агс ід — . 

Совершенно не думая о том, какое переменное принимается за неза¬ 
висимое, мы пишем, что диференциал левой части равен диференциалу 
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*) Это так называемый радиус кривизны. 



правой части. Так как 


гіагсіг - = 
У 


л± 

У 


• + ( 7 )' 


уйх — хйу 

**+.У 2 


то имеем: 


-*+**-*г^- 


Лу 

Разделив на Лх, получим уравнение относительно отношения 


откуда 


(*%+?)(*>+?)=, -Х^І, 

йу _ у 1 — х г —У 

йх х 1 -)- х* +.У* " 


Мы нашли только отношение диференциалов, причем выбор незави¬ 
симого переменного не предрешен. Если мы теперь хотим считать неза¬ 
висимым переменным х , то у, рассматриваемый как функция х, будет 


иметь производную, равную 

йу 


йх ' 

Напротив, отношение 

йх 


йу 


даст нам производную от х по у, если мы будем рассматривать х как 
функцию у. 

Рассмотрим еще пример. Пусть три переменных х,у яг связаны меж¬ 
ду собой двумя уравнениями 

х г -\-Ъу г — 9 х=а, 
г* — 2у* — х = Ь. 

Любую из этих трех величин можно рассматривать как независимое пе¬ 
ременное; тогда две остальные будут функциями ее. Не выбирая незави¬ 
симое переменное, мы имеем, диференцируя данные уравнения: 

х*йх-\-2уйу — 34г=0, 

2г йг — 4 уйу—йх =0. 

Решая эти уравнения, найдем, что 

йу _ (3 — 2x4) йг _1 — 2** 

йх~ 4у(г — 3)’ йх~ 2(г — 3) ‘ 


Мы теперь имеем отношения диференциалов и тем самым имеем все. 
В самом деле, если мы считаем х независимым переменным, а у и г — 
функциями его, то производные их у х и г х соответственно равны: 

йу йг 
йх' йх 


12 Диференциальное исчисление. 
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Если же мы будем рассматривать х и г как функции у , то 


йх 


Аг 


Ху ~~ау' 2у ~ау 
Наконец, рассматривая хну как функции имеем: 

*.-р 

йг йг 


§ 102. Заключение. 

1. При всяком выборе независимого переменного диференциал 
функции равен произведению производной функции по аргументу 
на диференциал аргумента: 

<*Лх) =/'(х)дх. 

2. Предел отношения бесконечно умаляющихся приращений двух 
функций равен отношению их диференциалов: 

.. Дх> Аѵ 

І1ГП -— = — . 

Ди Ах 

«3. Величина отношения двух диференциалов не зависит от вы¬ 
бора независимого переменного . 

Поэтому какдое из выражений 


Ах' 


А 

Ах 

ИГ 


Л 

ах 

сіх 


сохраняет одно и то же значение при всяком выборе независимого 
переменного. 



ОТДЕЛ ВТОРОЙ 


ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ 




ГЛАВА ТРИНАДЦАТАЯ 


ФУНКЦИИ МНОГИХ ПЕРЕМЕННЫХ. 

После того как мы изучили основные свойства функции одного аргу¬ 
мента, перейдем к изучению свойств функций нескольких аргументов. 
Увидим, что многие понятия, установленные для функций одного аргумента, 
естественно переносятся и на функции нескольких аргументов. 

§ 103. Переменные и постоянные величины. Функции. 

Для теории функций многих аргументов особое значение приобретает 
деление величин на переменные и постоянные. Как известно, в анализе 
постоянной величиной называется всякий символ, обыкновенно буква, 
который в течение некоторого рассуждения обозначает одно и то же 
число. Всякий же символ, который может обозначать различные числа, 
называется переменной величиной. 

Из этого определения следует, что одна и та же величина, г. е. 
один и тог же символ, в различные моменты рассуждения может в 
зависимости от точки зрения рассматриваться то постоянной, то переменной. 

Если в какой-нибудь момент рассуждения переменную величину 
рассматривают как имеющую одно из возможных для нее значе¬ 
ний, причем безразлично какое, то говорят, что переменную вели¬ 
чину в этот момент рассматривают как произвольное постоянное. 

Почти при всех доказательствах приходится предполагать, что данные 
переменные величины имеют некоторые, безразлично какие, из возможных 
для них значений. Следовательно, при доказательствах переменные вели* 
чины часто рассматриваются как произвольные постоянные. 

Если величина ѵ принимает одно или несколько вполне определенных 
значений всякий раз, как каждая из величин х, у, ..., г принимает 
некоторое свое значение, то величина ѵ называется функцией величин х, 
у,...,г, которые называются ее аргументами, или независимыми перемен; 
ными. 

По числу аргументов функции делятся на функции одного, двух, трех 
и т. д. переменных. По числу значений, которые сни могут принимать, 
функции делятся на однозначные и многозначные. 

Многозначная функция может быть двухзначной, трех-, четырех-, 
вообще я-значной. 

Все теоремы диференциального исчисления относятся только к одно¬ 
значным функциям. 

Поэтому всякую многозначную функцию прй ее изучении стараются 
заменить системой однозначных функций. 

Если ѵ — функция, х, у,.*., г—ее аргументы, то пишут 

ѵ = ф(х,у,.. .,г) 
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При такой записи символ ф , называемый характеристикой функции, есть 
символ того закона, которым значения функции связываются со значениями 
ее аргументов. 

Обычно в анализе этот закон или прямо дается, или предполагается, 
что он может быть дан некоторым математическим выражением. Поэтому 
на всякую запись типа 

ф(х,у, .... г) 

можно смотреть как на сокращенное обозначение некоторого математичес¬ 
кого выражения, а на символ ф — как на символ той совокупности 
действий, которые надо произвести над значениями аргументов, чтобы 
получить значения функции. 

Согласно данному определению функция есть зависимая величина. 
Но всякое математическое выражение часто тоже называется функцией. 

Это происходит, как было уже ріньше указано, от того, что в 
сущности понятие „функция" есть сложное понятие. Когда мы говорим, 
что ѵ есть функция х ,у, ..., г и пишем 

*>=/(*,>, . . г). 


то мы одновременно имеем и зависимую велич ину ѵ и математическое 
выражение /(х,у, ..., г ). Смотря же по тому, на что мы в какой-нибудь 
момент обращаем наибольшее внимание, функция для нас является то 
величиной, то выражением. 

§ 104. Аргументы и независимые переменные. 

Как в теории функций одного переменного, так и в теории функций 
многих переменных не различать понятия аргумента и независимого 
переменного можно только до тех пор, пока рассматривается только 
одна функция вне всякой связи с другими функциями. Но эти два понятия 
необходимо различать, лишь только предметом рассмотрения служит не 
одна, а несколько функций, и это различение для функций многих 
переменных имеет еще большее значение, чем для функций одного 
переменного. 

Аргументами функции называем те величины, которые стоят под 
знаком характеристики функции. 

Понятие аргумента тесно связано с понятием функции как математи¬ 
ческого выражения. 

Аргументы функции могут быть независимыми переменными, но 
могут ими и не быть, а быть в свою очередь функциями некоторой 
системы независимых переменных. 

Пусть — функция своих аргументов дг, у, ..., г\ 

т = ф(х } у } ..., г) 

и пусть каждый из этих аргументов в свою очередь есть функция не¬ 
которой системы 5, 7 ), ..., ; вазависимых переменных, именно пусть 

= .... С), = ..., У, ... * = <*)(;, 7], ..., С). 

Имеем следующее положение: если каждая из величин 2, т], ..., С 
получает некоторое определенное значение, то в таком случае каждая 
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из величин х % у % ..., г как функция их тоже получает определенное 
значение. Но если каждая из величин х, у, ..., г получает определен¬ 
ное значение, то ти как функция их получает тоже определенное значение. 

Следовательно, всякий раз, как 2, т], .г получают определенные 
значения, то чѵ получает тоже определенное значение, а потому чю есть 
функция их. Так мы приходим к заключению, что 
если аргументы функции 

V)=ф(х, у,'..., г ) 

в свою очередь функции независимых перемеииых 7 ], ... то в 
таком случае чѵ есть тоже функция этих независимых переменных. 

Мы будем говорить, что т зависит от своих аргументов непосред¬ 
ственно, а от независимых переменных 5, г,, ..., С — посред¬ 
ственно, а именно через посредство аргументов х, у> ... , г . Если 
аргументы функции тоже функции, то данная функция называется функ¬ 
цией функций, или сложной функцией, или составной функцией. 

Если мы имеем сложную функцию 

т = ф(х, у, г), 

причем 

* = г іл ...,г), у=ф(5, Г|, .... С), ... г = ш($, т], .... С), 

т. е. если мы одновременно рассматриваем функцию ф и функ¬ 
ции ф, ..., ю, то мы должны резко отличать понятия аргумента 
и независимого переменного. Величины 2, т|, ..., С мы считаем незави¬ 
симыми переменными: они в то же время — аргументы функций 
ф, ... , ш. Но х, у, ..г только аргументы. Назвать их независи¬ 
мыми переменными мы уже не имеем права. 

Но если 12 /—функция функций, то мы можем отвлечься, забыть, 
так сказать, о том, что х у у у ... , г— функции. Мы можем ограничиться 
изучением только зависимости чѵ от х, у 9 ..., г у т. е. мы можем огра¬ 
ничиться рассмотрением только одной функции 

чѵ = ф(х 9 у, ... , г), 

предполагая, что х У у у ..., г ничем не связаны, что они могут принимать 
произвольные значения. Тогда они, будучи аргументами, будут и неза¬ 
висимыми переменными. 

Пусть, например, чѵ —объем прямоугольного параллелепипеда и пусть 
х, у у г — его ребра: 

чѵ — хуг. 

Пока мы рассматриваем только зависимость чя> от х у у , г у предполагая, 
что каждое ребро мы можем взять произвольно, до тех пор х у у у г 
одновременно и аргументы и независимые переменные. 

Но предположим, что ребра меняются по какому-нибудь закону с 
течением времени. Пусть, например, 

х = 2 і 9 у — 5/ 2 , г = соз/. 

В таком случае, оставаясь аргументами, х у у и г перестают быть неза¬ 
висимыми переменными. 
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Но если мы не будем думать о зависимости ребер от времени, если 
мы только хотим изучать зависимость объема от ребер, так что мы рас¬ 
сматриваем только одну функцию 

•т = хуг, 

то х, у, г — и аргументы, и независимые переменные. 

Понятия аргумента и независимого переменного сливаются, если 
функция рассматривается изолированно от других функций. 

Для избежания же всяких недоразумений надо помнить, что величины, 
стоящие под символом характеристики функции,—всегда ее аргументы. 

§ 105. Область изменения аргументов. 

Рассмотрим функцию 

Ѵх+Ѵу 

|/і — дг +/2— у’ 

Чтобы для г не получать мнимых значений, мы должны иметь все 
подкоренные количества положительными. Следовательно, аргумент х 
может изменяться только в интервале (0,1), а аргумент у — в интервале 
(0, 2). 

Совокупность всех систем значений, которые могут принимать 
аргументы функции, называется областью изменения аргументов 
рассматриваемой функции. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что каждый аргумент рассма¬ 
триваемой функции изменяется в некотором своем интервале. 

§ 106. Точка в пространстве п измерений. 

Геометрический язык, благодаря своей сжатости и образности, часто 
мредставлі ет большие преимущества. Это служит причиной того, что 
анализ прибегает к нему не только там, где это вполне естественно, 
но и в тех случаях, когда к этому представляется хотя бы малейшая 
возможность. Если же те понятия, с которыми приходится иметь дело, 
ничего не имеют в себе геометрического, то и в таких случаях часто 
пользуются знакомыми геометрическими терминами, придавая им новый 
смысл. 

Всякое число мы изображаем точкой на прямой. Поэтому часто в 
соответствующих случаях числа называют точками. 

Всякую пару чисел а и Ь мы можем изображать точкой на плоскости, 
координаты которой равны данным числам. Поэтому вошло в обычай в 
известных случаях всякую пару чисел называть точкой на плоскости. 

Систему трех чисел а, Ь % с мы можем изобразить точкой в простран¬ 
стве, координатами которой служат данные числа. Поэтому всякую 
систему трех чисел часто называют точкой в пространстве. 

Систему четырех чисел и вообще систему п каких-нибудь чисел 

а ѵ а ъ> а ѵ • • •» а п - 1 > а п * 

если п^> 3, мы уже не можем изобразить точкой, потому что наше 
пространство имеет только три измерения. Несмотря на это 
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принято всякую систему п чисел, данных в определенном порядке» 
называть точкой в пространстве п измерений» а самые числа — ее 
координатами. 

Поэтому вместо того, чтобы сказать» что дана система п чисел 
® 1 » * • •» 

говорят: дана точка с координатами а 2 , ...» а п , и эту точку 
обозначают так: 

(«,. «2- а Ѵ •••' • 

Следовательно, если математик говорит, что он чувствует себя в 
пространстве четырех измерений как дома, то это еще не значит, что 
он признает существование реального пространства четырех измерений. 
Это только значит, что им хорошо изучены свойства систем из четырех 
чисел. 

§ 107. Значение функции в точке и предел функции в точке. 

Пусть 

ѵ = ф(х, у, .... г) 

— данная однозначная функция. 

То значение, которое функция ф{х, у, ...» -г) принимает 4 іри 
х=а, у = Ь , ..., г = с 
и которое обозначается так: 

Ф(а, Ь . с), 

принято называть значением функции в точке (о, Ь , . ..,с). 

Значение функции в точке надо отличать от предела функции в точке. 

Предположим, что аргументы х , у, ..., г одновременно изменяются 
по какому-нибудь закону так, что каждый из них стремится к некоторому 
своему пределу, а именно пусть 

Нт* — а, Ііш у = А, ..., Ит г = с. 

В таком случае кратко говорят, что переменная точка (*, у, . .., г) 
приближается к точке (а, Ь у ... , с) как к своему пределу. 

Заметим, что переменная точка может приближаться к своему пределу 
по различным законам, или, как часто говорят, по различным путям. Чтобы 
выяснить смысл этого выражения, ограни¬ 
чимся случаем только двух переменных * 
и у, из которых х пусть бесконечно при¬ 
ближается к а, а у — к 4. 

Построим точку Л с координатами а и 
Ь и точку М с переменными координатами 
х и у (черт. 78). Ясно, что когда х — 
у—► &» то точка М бесконечно приближается 
к А. Обратно, если М бесконечно прибли¬ 
жается к Л, то * и у бесконечно прибли- Черт. 78. 

жаются соответственно к а и Ь. Но точка М 

может приближаться к Л по самым разнообразным кривым (на чертеже 
кривые Р, ^ у X). Смотря по тому, по какому пути точка М приближается 
к точке Л, переменные * и у, приближаясь к своим пределам, 
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будут одновременно изменяться так или иначе, т. е. будут изменяться 
по различным законам. 

То же самое, конечно, справедливо и для случая трех переменных 
х у у, 2 ^ система которых изобразится точкой в пространстве. Эта точка 
ко всякой другой точке может бесконечно приближаться по самым разно¬ 
образным кривым. 

Вернемся опять к случаю двух перемен¬ 
ных х и у. Пусть /(Хуу) — некоторая функция 
их. Предположим, что х — +а % у—+Ь. Возможно, 
что функция при этом тоже стремится к неко¬ 
торому пределу, но при этом может оказаться, 
что функция будет стремиться к различным 
пределам в зависимости от тех законов, по 
которым стремятся х и у к своим пределам. 
Так, например, пусть (черт. 79) 

Ѵ2 _у2 



и пусть х —►О и у —►О. Следовательно, точка Ж приближается к началу 
координат О. Предположим, что точка М приближается к О по такой 
кривой ОРМ , касательная к которой в точке [О наклонена к оси X 
под углом а. Вводя полярные координаты: 

X = Г С05 <І>, У = А5ІП(0, 

легко находим 

}(х ,у)=соз2ш. 

Но ясно, что когда М приближается по нашей кривой к О, то о» 
бесконечно приближается к а, а потому 

1іга/(д:, у) = соз 2а. 

Следовательно, заставляя хи у стремиться к нулю по различным законам, 
мы будем получать различные пределы, так как угол а для различных 
кривых будет различен. 

Ввиду этого нельзя говорить о пределе функции в точке, не указы¬ 
вая законов, по которым аргументы функции стремятся к своим пределам. 
Заметив это, введем 

Определение . Если аргументы функции 

ф(х, у, ...» г) 

стремятся к некоторым пределам, а именно: 

х—*а, у—»Ь,г — >-с. 


то сама функция стремится к некоторому одному и тому же пре¬ 
делу, по каким бы законам аргументы ня стремились к своим пре¬ 
делам, то этот предел функции называется пределом ее в точке 
л, Ь, ..., с и обозначается или так: 

ІІ тф(х,у,...,г), 

х-+а 

у-*Ъ 

Д-+С 
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«ли так 


11ш ф(х,у,...,г), 

х-а 

у-Ъ 

2-С 

или, короче, так: 

\\тф(х,у . г). 

(а, Ь, с) 

Важно помнить, что о пределе функции в точке можно говорить только 
тогда, когда он остается одним и тем же для всевозможных законов, по 
которым аргументы могут приближаться к своим пределам. 

Понятие о непрерывной функции введем так. 

Определение . Если предел функции ф(х,у,..*, г) в точке 
(а, 6, ..., с) существует, конечен и равен ее значению в этой точке, 
так что имеет место равенство 

Пт ф (х, у , .... г) = ф (а, />, ..., с). 

(а, Ъ, с) 

то функция называется непрерывной в точке (а, Ь 9 . .., с). 

Функция, непрерывная в каждой точке некоторой области, 
называется непрерывной в этой области. 

В дальнейшем предполагаем, что изучаемые функции непрерывны 
в рассматриваемых областях. 

Очевидно, что согласно определению для непрерывной функции всегда 
имеет место равенство 

Нт ф (*, у, ... , г) = ф (Нт х % Ііт^у, ..., Ііга г). 


§ 108. Общий метод изучения функций нескольких аргументов. 


При изучении свойств функций многих переменных почти всегда 
применяется один и тот же весьма простой и плодотворный метод, благо¬ 
даря которому изучение свойств функций многих переменных приводится 
к изучению свойств функций одного переменного. 

Пусть 


V) 


* 2 +У 

2 


(1) 


— функция трех переменных. Оставляя х переменным, дадим у и г какие- 
нибудь значения. Положим, например, у = 1, г = 5. Тогда получим 


Вместо функции трех переменных мы получили функцию только одного 
переменного х . 

Если же в (1) мы дадим хну какие-нибудь значения, например 
лг=0, ^=1, а г оставим переменным, то получим функцию 

1 


опять только одного переменного, но уже г. 
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В общем случае, имея функцию 

тѵ = ф(х,у, ...,г) 

нескольких аргументов, если всем ее аргументам, кроме одного х, мы- 
дадим какие-нибудь значения 

У = Ь, .. . , 2 = С, 

то до тех пор, пока мы не будем менять этих значений, мы вместо 
функции нескольких переменных будем иметь функцию 

т = ф{х , А, ... , с) 

уже только одного переменного х. 

Если же мы всем аргументам, кроме аргумента у, дадим какие-нибудь 
значения, например 

а аргумент у оставим переменным, то до тех пор пока мы не будем 
менять выбранных значений для х, ... , 2 , мы вместо функций многих 
переменных будем иметь функцию 

™ = Ф(Р,У, ••• . 9 ) 

только одного переменного у . 

Так мы приходим к чрезвычайно важному заключению. 

Если ш — функция нескольких аргументов х, ... , г и если 
всем ее аргументам, кроме одного, мы дадим некоторые произволь¬ 
ные значения, то из функции многих аргументов обращается 
в функцию одного аргумента, а именно в функцию того аргумента,, 
значение для которого не выбрано и который поэтому остается 
переменным. 

Но аргументы, для которых выбраны значения, сіановятся постоян¬ 
ными величинами до тех пор, пока мы не меняем выбранных для них 
значений, а потому высказанное заключение можем формулировать так: 

Функция многих переменных становится функцией одного перемен* 
ного, если все ее аргументы, кроме одного, мыслить как произвольные 
постоянные. 

Так, например, если чѵ — объем прямоугольного параллелепипеда, ребра 
которого х у у у г у то 

ни = х-у-г, 

и т есть функция трех переменных. Но если мы выберем значения для 
двух ребер и не будем их менять, то, пока два ребра мы мыслим как 
постоянные, чѵ будет функцией только одного переменного. 

Основной метод при исследовании функций многих переменных 
заключается в том, что все аргументы функции, кроме одного, 
рассматривают как произвольные постоянные. Благодаря этому 
функция многих переменных обращается в функцию одного пере¬ 
менного, к которой можно применить все определения и теоремы, 
ранее доказанные для функций одного переменного. Это дает со¬ 
ответствующие определения и теоремы для функции многих пере¬ 
менных. 
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Не мешает отметить, что из одной и той же функции многих пере¬ 
менных иногда можно получать самые разнообразные функции одного 
переменного. Это, например, видно из следующей задачи. 

Задача. Показать, что если 

/(*. у) =у (у - 2) 5іп ( * + ^±1 іг ) +у Су* - 1) 2^4- 

4- У -^ с °5 тр ІП {Х+Х*у), 
то 

/(де, 0) = — 1п х; /(*,!) =— созд:; /(*, — 1) = 3$іпдг; /(дг, 2) = 6-2 2 *. 


§ 109. Частные и полные приращения. 

Пусть т — функция нескольких аргументов, например трех: 

«>=/(*, у , г). 

Предположим, что х>у, г имеют определенные значения. Тогда ш тоже 
имеет определенное значение. 

Мы можем изменить значения аргументов. При этом мы можем изме¬ 
нить значения или всех аргументов или только нескольких. 

Положим, что все аргументы, кроме х , сохраняют свои значения, 
и пусть только х получает некоторое приращение А. 

Тогда новое значение для / будет 

Дх-\-Н,у, г), 

и, следовательно, іи получит приращение, равное разности* 

/(х + к,у,г)—/(х,у,г). 

Эга разность называется частным приращением функции по 
переменному х и обозначается или так: 


>• *)• 

Очевидно, вместо того, чтобы менять х, мы могли бы изменить 
только у; тогда мы получили бы частное приращение по у. 

Точно так же, если мы сохраним значения всех аргументов, кроме 
значения аргумента г , которому дадим некоторое приращение, то тог¬ 
да мы будем иметь частное приращение по г. 

Вообще очевидно, что всякая функция имеет столько частных при¬ 
ращений, сколько аргументов, и если через А, А, I мы обозначим соот¬ 
ветствующие приращения х, у у то тогда 

\ х іа}=/{х-\-Н,у, г) —1{х,у, г), 

V е7 =/(■*• У + к > г ) У, г), (1) 

А*» =/(*. У, * + /) —/{х, у, г). 

Рядом с понятием о частных приращениях стоит понятие полного 
приращения, которое обозначается так: 

Дад. 
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Полным приращением функции называется то ее приращение, кото¬ 
рое она получает, когда все ее аргументы одновременно получают неко¬ 
торые приращения. 

Если х у у , г одновременно получают приращения к , к , /, то новое 
значение функции изобразится так: 

/(х + А, У + К * + *)• 

Вычитая из него прежнее значение функции, мы получим ее полное 
приращение. Следовательно, 

Д® =Дх -)- А, у + А, г -1-/) — /(*, у, г). (2) 

Всматриваясь в равенство (1), мы видим, что каждое частное прираще¬ 
ние есть функция х,у, г. Это позволяет ввести понятие о частных при¬ 
ращениях различных порядков, причем первоначальное частное прираще¬ 
ние получает название частного приращения первого порядка. 

Частное приращение от частного приращения первого порядка 
называется частным приращением второго порядка, 
и т. д. Вообще 

частное приращение от частного приращения л-го порядка назы¬ 
вается частным приращением (/*4-1)-го порядка. 

Для обозначения частных приращений различных порядков пользуются 
следующими символами: если, например, мы берем частное приращение 
по у от частного приращения по г , то приращение обозначается так: 

ДД«/. 

Если же от этого частного приращения мы берем частное прираще¬ 
ние по какому-нибудь аргументу л, то получим частное приращение, 
которое обозначается так: 

^Следовательно, частные приращения обозначаются символами типа 

Д А- Д А- • • д А д , да - 

где порядок индексов у Л, рассматриваемых справа налево, указывает 
на ту последовательность, в которой берутся одно за другим частные 
приращения. 

Подобно частным приращениям и полные приращения могут быть 
различных порядков. 

Полное приращение от полного приращения называется полным 
приращением второго порядка. 

Полное приращение от приращения второго порядка называется 
приращением третьего порядка 

и т. д." Полные приращения различных порядков обозначаются так: 

АЛ А 8 /, А 3 /» А 4 /,. -. 

Задачи. 

1. Функция /{х у у) есть функция двух переменных. Если х получает 
приращение Л, а у — приращение к у то показать, что 

д А/=Д*4- 2Л > у) —2/(*+ А . у) +/(•*. У) 

Д А/ = Д*’ у+ Щ — Щх, у- М) 4 /(•*. у) 

д Ѵ=/(* + 2Л, У + 2к)~ 2/(х + А,У+*) +/(х, у). 
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2. Показать, что 

д * Ѵ=/(*+ А * у +*) — Н х + н ' у) —/I х ' у + к ) +/(*« >")• 

3. Доказать, что 

Д А/= Д ,Ѵ- 

§ ПО. Особые функции многих переменных. 

При изучении функции одного переменного мы видели, что постоян¬ 
ную величину и независимое переменное можно рассматривать как функ¬ 
ции независимого переменного. То же самое мы имеем и для функций 
многих переменных. Пусть 

д 8ІП (* +-У) + зіп(л: — у) (1> 

5ІП X 


Всякий раз, как хи у имеют определенные значения, то до тоже 
имеет определенное значение, а потому до есть функция х и у. Но 
зіп (х -|- у) 5іп (х — у) = 2 чіп л: созу, 

а потому 

до = 2со5.у. (2> 


Это равенство показывает, что если значение для у дано, то ту со¬ 
храняет одно и то же значение, какие бы значения х ни принимал. 

Что же в конце концов, — есть ли величина до функция двух пере¬ 
менных хи у, или только одного у ? 

Всякий раз, как х и у принимают определенные значения, до тоже 
принимает определенное значение, а потому согласно общему определе¬ 
нию функции до есть функция х и у, но такая функция, значения кото¬ 
рой не меняются с изменением х. 

Пусть вообще мы имеем систему независимых переменных х, у ..., г 
и пусть 


до 


ІІ+У 

х+У 


— выражение, в которое г не входит. 

Всякий раз, как х, у, ... , г принимают определенные значения, до 
тоже принимает определенное значение, а потому до есть функция х , у 
и г. Мы видим, что согласно общему определению понятия функции 
всякое выражение, в которое входят не все независимые переменные, 
можно рассматривать как функцию не только тех независимых перемен¬ 
ных, которые в него входят, но и тех, которые не входят. 

Так, например, если х % у у г — данная система независимых перемен¬ 
ных, то каждое из выражений 

у у"- + **. 

можно рассматривать как функцию всех этих трех переменных. 

В частном случае всякое выражение, состоящее только из одного 
независимого переменного, т. е., говоря иначе, каждое независимое пе¬ 
ременное 

х,У> • •* 

мы можем рассматривать как функцию всех независимых переменных. 
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§ 111. Заключение. 

I. Переменной величиной называется всякий символ, который может 
принимать в течение рассуждения различные значения; постоянной 
величиной называется всякий символ, который в течение некоторого 
рассуждения обозначает одно и то же число. 

2. Функцией называют и зависимую величину и математическое вы* 
ражение. Характеристикой функции называется символ закона зависи¬ 
мости значений функции от значений ее аргументов. 

3. Аргументами функции называются величины, стоящие под зна¬ 
ком характеристики функции. Они могут быть независимыми пере¬ 
менными или функциями другой системы независимых переменных. 

4. Функция аргументов есть также функция той системы незави¬ 
симых переменных, функциями которых являются ее аргументы. 

5. Всякую систему п чисел а 19 а а ,..., а я , данных в определенном 
порядке, называют точкой в пространстве п измерений с координа¬ 
тами а ѵ а ѵ ..., а я . 

6. Значение функции Ф(х, у ,.., г) при х — а, у = Ь 9 ..., г — с 
называется ее значением в точке (а, Ь, ..., с). 

7. Если тот предел, к которому стремится функция ф(х, у ,..., г), 
когда ее аргументы х 9 у ,... > г стремятся соответственно к своим 
пределам а, 6,..., с 9 не зависит от закона, по которому аргу¬ 
менты стремятся к своим пределам, то этот предел называется 
просто пределом функции в точке а, Ь , с. 

8. Функция называется непрерывной в точке а, Ь, ..с, если ее 
значение в этой точке конечно и равно пределу ее в этой точке. По¬ 
этому в точке непрерывности функции имеет место равенство 

1іт/(.*, у ,..., г) = /(Нт х , Иту,.. ,,1іт г). 

9. Если все аргументы функции, кроме одного, рассматривать как 
произвольные постоянные, то функция многих аргументов становится 
функцией только одного из них. 

10. Для функций многих аргументов различаем частные и полные 
приращения. 

II. Всякое независимое переменное можно рассматривать как функ¬ 
цию всех остальных независимых переменных. 



ГЛАВА ЧЕТЫРНАДЦАТАЯ 


ЧАСТНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ. 

Возможность с известной точки зрения рассматривать функции многих 
переменных как функции только одного переменного естественно прнво- 
лит к понятию частной производной. 


§ 112. Частные производные. 

Рассмотрим как пример функцию 

и = Зл: 4 у +у*г гх . 

Мысленно дадим у \\ г какие-нибудь значения. Пока мы не будем 
менять этих значений, мы должны рассматривать^ и г как постоянные, 
а функцию и как функцию только одного переменного лг. 

Но от всякой функции одного переменного мы можем взять произ¬ 
водную. Возьмем же от и производную, рассматривая и. как функцию 
только одного х у а у и г как постоянные. Эта производная называется 
частной производной от и по х и обозначается так: д^. Вычисляя ее, 
найдем 

«;= 12*®у + г. 


Будем теперь рассматривать и как функцию только переменного у . 
Для этого мы должны предположить, что х и г, получив некоторые 
значения, уже не меняют их; в то же время у остается переменным. 

Производная ог д, рассматриваемого как функция только перемен¬ 
ного у у называется частной производной от д по у и обозначается так: 
и у . Вычисляя ее, найдем 

и' у = Здг* + 2 уг. 


Наконец, вычислим от д производную, рассматривая и как функцию 
только переменного г. Эта производная обозначается так: Рассма¬ 

тривая при ее вычислении х и у как постоянные, найдем 


От одной функции 


а' =У- + х. 
и = 3 х*у -\-у 2 г 4“ гх 


мы вычислили три производные: 

*' х = ІЭд^уЧ-г, 
йу = 3дс 4 +2у*, 
и а —у 2 -{-Ху 

которые называются ее частными производными. Вообще 
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частной производной функции многих аргументов по какому-ни¬ 
будь аргументу называется производная от той функции одного 
аргумента, которая получится из данной функции, если рассматри¬ 
вать как произвольные постоянные все ее аргументы, кроме того, 
по которому берется производная. 

Если 

а = ф(х,у -, г) 

— данная функция, то ее частные производные обозначаются так: 
или так: 

ф х (х* У У * • Фу{х> У У • • > • Ф х (^9 У у У • •> 2), 

где индекс указывает, по какому аргументу берется производная. 

По аналогии с обозначением Лейбница частные производные обозна¬ 
чаются также и так: 

ди ди ди 
дх' ду* дг' 

или так: 

дф(х,у } .. г) дф(х,у,... у г) дф{х,у, ...г) 
дх ’ ду ’ дг * 

причем обычно пишется круглое д , а не прямое. 

Очевидно, что функция имеет столько частных производных, сколько 
аргументов. При этом не мешает заметить, что когда имеют дело с функ¬ 
цией многих переменных, то для сокращения письма обыкновенно после 
характеристики не выписывают аргументов функции, если только этому 
не мешают какие-либо особые обстоятельства. Поэтому пишут обыкно¬ 
венно так: 

дЬ дф дф дф дф 
дх' ду ' дг ’ '' ’’ ди дѵ' 

или так: 

Ф' х , Фу’ Ф'*’ ■ ■ ‘ ’ Ф'и’ Ф'ѵ- 

Что касается того, как вычислять частные производные, то эта задача 
решается просто: достаточно только применить теоремы о диференциро- 
вании функции одного переменного, считая постоянными все аргументы, 
кроме того, по которому берется производная. Это следует прямо из 
определения частной производной. Так, например, если 

и = (2л :+у) 2 -|- Злг 4- 5 у, 

то, рассматривая у как постоянное, найдем: 

- — 4(2х -\-у) 3. 

Рассматривая же х как постоянное, а у — как переменное, получим 

0 = 2(2*-Ку) + 5. 
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Замечание. Пусть 
Следовательно, 


и = х 2 уг*-{-у 2 2 . 


и' г — Зх 2 уг 2 + у 2 . 

Спрашивается, функция скольких переменных эта частная произ¬ 
водная и\ 

Нередко дают ошибочный ответ, утверждая, что и есть функция 
только одного г, потому что х и у при ее вычислении рассматриваются 
уже как постоянные. 

Действительно, чтобы вычислить и % мы должны мысленно дать хи у 
какие-нибудь значения. Но пусть производная г/ вычислена в пред¬ 
положении, что х , у имеют некоторые значения. Так как эти значения 
нами могли быть взяты произвольно, то в полученном выражении для 
и' мы можем мыслить хи у как имеющие какие угодно произвольно 
выбранные значения, а потому снова можем смотреть на них как на 
символы, которым можно приписывать различные значения, т. е. как на 
переменные величины. Таким образом, н а х и у мы должнысмотреть 
как на постоянные только в течение процесса вычис¬ 
ления производной и\ Но лишь только производная вычислена, 
х и у снова становятся переменными. Всякая частная производная есть 
функция тех же переменных, что и данная. 


§ 113. Частная производная как предел отношения. 

Пусть 

и=Ф(х, у,..., г). 

Чтобы найти частную производную от и по х, мы, рассматривая и 
как функцию только х, должны найти предел отношения 

\и 

Дх’ 

• 

где А и — то приращение, которое получит и, когда х получает прираще¬ 
ние Ддс при тех же значениях у их. Следовательно, здесь Д и есть 
частное приращение от и по х. Поэтому точнее числитель надо было 
обозначить через Д л и, где 

Ъ х и = Ф{х-\-к , у,...,г) — Ф{х, у .г). 

Следовательно, 

и' = Ши *■“- = ,іш р(*± »■»>■•••.■« )-*(*■ У .*>. 

Дх-*0 Д** Н-+0 Л 


Частная производная функции есть предел отношения частного 
приращения, взятого по соответствующему аргументу, к бесконечно 
умаляющемуся приращению этого аргумента. Следовательно, 

.. + А > Уу — ф (*> У . 2) 

и = 11Ш -^,Ф ДХ, -V» >*)— 1іт - и -• 


Дх 


Л-Ю 


л = и.,* *)-*<»..у. 

7 Д У 7 *-*о « 


- Ит ^ ,Ф>, ,.= Ііш . 

« д г ы I 


13 * 
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§ 114. Производные от независимых переменных. 


Пусть 


лг, у, 2 Г,..., и 


— система независимых переменных. Вычислим от каждого из них част¬ 
ные производные. 

Когда мы от какой-нибудь функции вычисляем производную по лг, 
то у» мы должны рассматривать как постоянные, а потому: 


^- 1^=0 - = 0 ~ = 0 
дх І ’дх °'дх "'"дх 


Если вычисляем производные по у, то мы должны лг, г,..., и рас¬ 
сматривать как постоянные, а потому 

^ = 0 ^ = 1 — = 0 . . — =0 
ду ’ ду 'ду ' 'ду 


Продолжая рассуждать таким же образом, получим таблицу: 


В'і* 

и 

дх 

0, 

дх -о 

дх 

Та ~ 0 ’ 

ду~ 

Ог * *'■’ 

81 ^ 

11 

О 

ду 

1, 

ду 0 

81 

II 

О 

ду~ 

дг — 

дг 

дх~ 0. 

дг 

0, 

- = 1 
дг 

дг 0 

Гу¬ 

0и~°’ 

ди 

й= 0 ’ 

ди _ 
*У~~ 

. • 

0, 

ди 

Тг~° . 

• • . • 

ди ’ 


которая показывает, что 

частная производная от независимого переменного по тому же 
переменному равна единице; частная производная от одного не¬ 
зависимого переменного по другому независимому переменному 
равна нулю. 


§115. Геометрическое изображение функции двух аргументов 
и ее частных производных. 

Функции многих переменных вообще не допускают геометрического 
их изображения. Исключением являются только функции двух переменных. 
Действительно, пусть 

*=/(*> у) 

— функция двух переменных, непрерывная в некоторой области. Эту 
область можно просто представить геометрически. 

Возьмем в пространстве любую прямоугольную систему декартовых 
координат. Если мы переменным хну дадим пару каких-либо значений 
(і и Ь у то эту пару мы можем изобразить точкой на плоскости ху с 
координатами аи^,а потому то значение функции /(лг,у), которое она при¬ 
нимает при х = а и у = Ь у т. е. то значение, которое обозначается так: 
/(йуЬ) у называется значением функции в точке (д,^). Совокупность всех 
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тех систем значений, которые могут принимать аргументы функции, назы¬ 
вается областью существования функции. 

Так как в случае двух аргументов каждая пара их значений изобра¬ 
жается точкой на плоскости, то совокупность всех 
пар значений, возможных для аргументов, изобра¬ 
зится некоторым множеством точек. Следовательно, 
область существования функции двух аргументов 
всегда может быть изображена некоторой сово¬ 
купностью точек на плоскости . 

Эти точки могут быть расположены на плоско¬ 
сти самыми разнообразными способами. Они могут 
покрывать одни части плоскости непрерывно, а дру- Черт. 80. 

гие части прерывно. Наиболее обычный случай 

следующий: некоторая часть плоскости ограничена одним замкнутым 
контуром С (черт. 80); аргументы х и у могут принимать только такие 
значения а и А, что изображающие их точки лежат или внутри или на 

контуре С. Более общий случай имеем, когда 
область ограничена не одной, а несколькими 
линиями, как, например, заштрихованная часть 
на черт. 81. 

Если точки, лежащие на контуре, назовем 
граничными точками, то возможны два случая: 
эти граничные точки или причисляются 
к области, или не причисляются к ней. 

Область называется замкнутой, если 
граничные точки причисляются к ней; она 
Черт. 81. называется незамкнутой , или открытой , 

если граничные точки не причисляются к ней . 

Во всякой точке области существования функция может быть или 
прерывной или непрерывной. Совокупность точек, в которых функция 
непрерывна, называется областью непрерывности. Пусть для функции 
/(х,у) она изображается площадью, огра¬ 
ниченной контуром С. Если мы дадим х 
и у два каких-нибудь значения х г и у ѵ 
то пусть тогда 

/1*ѵ Уі) ~ г і 

Это значение 2 , функции / можно предста- 
вить как апликату точки, для которой зна¬ 
чения аргументов хну служат абсциссой 
и ординатой. Если функция непрерывна, 
то при непрерывном изменении хну 
конец апликаты будет описывать некото¬ 
рую поверхность (черт. 82), форма кото¬ 
рой и дает геометрическое представление 
функции. 

Непрерывная функция двух переменных геометрически изобража¬ 
ется поверхностью. 

На поверхности, изображающей функцию г=/(х 1 у) у возьмем точку 
М с координатами а, Ь н с (черт. 82). Следовательно, 

с=Да,Ь). 
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Будем в равенстве 




приняв у = Ь % изменять только л:, оставляя у неизменным. Тогда все точки 
нашей поверхности, для которых у = Ь , расположатся по линии пере¬ 
сечения поверхности с плоскостью ЛЛЮЯ/?, для которой у = Ь. Пусть 
эта линия будет кривая ЗМО . Проводим к ней в точке М касательную. 
Эта касательная будет лежать в плоскости ЗОРР. Ясно, что если эту 
плоскость принять за плоскость XI ', то уравнение кривой ЗЛЮ будет 

г=/(х % Ь), 

а потому, если а — угол ее касательной с осью Х % то 

і%а = г' х =/ х {х,Ь). 

Полагая х = а и обозначая через оц значения угла а для точки М , 
получим 

І % а л=/’х («.*)• 

Следовательно, а, равен значению частной производной < ~ в точке 
(а. Ь). 

Если бы мы в равенстве 

г=/(х,у) 

приняли х = а , оставляя^ переменным, то подобным же образом убедились 

бы, что значение частной производной ^ в точке (а, Ь) равно тангенсу 

угла с осью К, касательной в точке М к кривой, полученной от 
пересечения поверхности плоскостью, проходящей через точку М парал¬ 
лельно плоскости УХ. Следовательно, 

частные производные—^ и — функции/(.х,,у) геометрически изо¬ 
бражаются тангенсами углов между осью X и осью У и 
касательными к кривым, полученным от сечения поверхности плос¬ 
костями, соответственно параллельными координатным плоскостям 
Х2 и VI. 


§ 116. Частные производные высших порядков. 

Если мы имеем какую-нибудь функцию 

Ф(«..У, 

нескольких аргументов, то ее частные производные 

0' ф' .. ф' 

Ѵ дт у' * • * 

точнее будем называть частными производными первого порядка. Каждая 
из них есть функция тех же аргументов. Поэтому можно говорить о 
частных производных от частных производных первого і.зр^дка. Эти 
производные называются производными второго порядка. 

Частные производные от производных второго порядка называются 
производными третьего порядка и т. д. Вообще 
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частной производной п-го порядка называется частная производ¬ 
ная от частной производной (п — 1)-го порядка» 

Обозначают производные различных порядков так. Символон 


обозначают ту производную второго порядка, которую получим, 
если от данной функции Ф возьмем сначала производную по х, причем 
получим Ф г х% а потом от Ф' х возьмем производную по у . Если же 
от Ф' х надо взять производную по х же, то она обозначается так: 

Ф" 

хх\ 

или короче так: 


Чтобы показать, что от Ф надо взять 
потом по у и затем по 2 , пишут: 


производную 


Ф 


хуа * 


сначала по х , 


Общий же символ производной л-го порядка следующий: 


Ф< л > х 


У 


г 


л ’ 


т. е. вверху характеристики функции пишут число, которое показывает, 
какого порядка рассматриваемая производная, внизу же помещают те 
аргументы, по которым последовательно берутся производные. Порядок 
диференцирования указывается порядком индексов слева направо. Следо¬ 
вательно, символы 


Ф" и Ф" 

хуа аху 


■обозначают различные производные третьего порядка. 

Это один способ обозначения. Другой состоит в следующем: чтобы 
показать, что сначала надо взять производную по х у а потом по у , 
пишут или так: 

д_1дФ\ 

ду\дх)' 

или короче так: 

д 2 Ф 
дудх * 

Производная, которая получится, если взять два раза от Ф произ¬ 
водную по х , обозначается так: 

д*Ф 


Символ 


Ох* 

діф 

0гдх 2 дудх0и 2 


показывает, что Ф надо продиференцировать два раза по и, потом по 
одному разу по х и по у л затем два раза по х и, наконец, один раз по г . 
СтеА->сатс.тыіэ, производная л-го порядка обозначится символом вида: 

д п Ф 


дх ... дг ... дх .. .ди ... дѵ " 
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Рассмотрим производные от функции }(х^у,г) трех переменных. 
Ее первые производные изобразятся так: 

/;. /;. 

или так: 

д ± д 1 д ± 

дх' ду' дг' 


Производные второго порядка представятся одной из следующих 
таблиц: 


- - ... */ ау д »/. 

Ія ' > Іху ’ > «> гіл: 2 ’ Оіуйдг ‘ дгдх ' 


/ух, /у, /у,; 

4* 4.* п 

> «л /*у* /**; 


а 2 / а»/ д 2 / 

<?лг<?у ’ о[у 2 ’ сОДу ’ 

а*/ ау а»/ 

для?* ’ дудг ’ дг* * 


Пусть /(*,.У) — функция двух переменных. Ее производные до третьего 
порядка включительно будут следующие: 

дР_ дР 
дх' ду' 

д*Р &Р_ д*Р^ &Р 
дх г ' дхду' дудх ' ду * ’ 

сРР &Р_ д*Р д*Р 6*Р д*Р д*Р а*/ 7 
дх* ’ дх*оу' дхдудх' дхду*' дудх 2 ’ дудхду' ду 2 дх * ду* ' 


Задачи. Найти первые и вторые производные следующих функций. 
1) и = 2 = г 2 )*. 

Ответы. 


2) 


1 ) и 'х =У^ г ; и х ,=у 2 гЧ*> г ; и" у = (2 + хуг)уг 2 е*У; 

и х/= ( 1 + хуг)ге х > г \ и" ху2 = (1 + Зд іуг + х 2 у*г 2 ) е*». 


^ = 3(* + г*) 2 ; 


д 2 и 

дгдх 


\2г{х + і 2 )\ 


д*и 

дхдгдх 


= 12г. 


§ 117. Теорема Лагранжа для функции многих переменных» 

Для функций одного переменного мы имеем теорему Лагранжа:] 

/(х + А)-/И = А/^ + ѲА). 

Так как всякую функцию многих переменных можно с известной 
точки зрения рассматривать как функцию только одного переменного, 
то отсюда следует, что теорема Лагранжа может быть применена и для 
функции многих переменных. 

В самом деле, пусть мы имеем какую-нибудь функцию 

/(■^» Уъ ••• У 
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нескольких переменных. Рассматриваем все ее аргументы, кроме х 9 как 
постоянные. Тогда она обратится в функцию одного переменного х. 
Обозначим на время эту функцию через <р(х). 

Следовательно, 

Ч(х)=Дх, у,..,г), (1) 

причем это равенство имеет смысл только до тех пор, пока все аргу¬ 
менты, кроме х , рассматриваются как произвольные постоянные. Прила¬ 
гая же к ср(лг) теорему Лагранжа, имеем: 

?(■*+ А) — <?(■*) = Л<р'(* -г Щ. (2) 

Но у'{х) есть производная от данной функции /(х 9 у ,..., а), рас¬ 
сматриваемой как функция только одного дг, т. е., согласно определе¬ 
нию частных производных, <р г (х) есть не что иное, как частная произ¬ 
водная по х от данной функции /(л;, у 9 ..., г): 

у’(х)=/' х [х, .У,-.. *). 


и так как очевидно, что 

?(* + *)=/(* +А, .У, •••, *). 

то равенство (2) принимает следующий вид: 

/(х + А, у 9 ..., г)—/(х, у,...,г) = к/’ х (х + ЬЬ % у , г) 9 (3) 

в котором аргументы у 9 ... , г могут иметь какие угодно произвольные 
значения. Но если эти аргументы могут иметь произвольные значения, 
то мы можем их рассматривать как переменные. Следовательно, в равенстве 
(3) можно считать переменными величинами все аргументы, а не только 
одно х 9 и таким образом мы получаем формулу для теоремы Лагранжа 
в применении ее к функции недсольких аргументов. Мы видим, что она 
дает выражение частного приращения функции через соответствующую 
частную производную, так как в левой части (3) стоит то частное прира¬ 
щение функции, которое она получает при условии, что из всех ее 
аргументов меняет свое значение только один. Следовательно, имеем 
теорему: 

При применении теоремы Лагранжа к функции нескольких аргу¬ 
ментов надо брать частную производную по тому аргументу, кото¬ 
рый получает Приращение. 

Согласно Этой теореме мы имеем право написать каждое из равенств 

/(■* + *. У* г )~Д х , У . г) = кД х (х + Ъх, у, *), 

Дх, у+к, г)—Дх, у , г) — (х, у + Ък, г), (4) 

Г(х, у, г + 1) —Дх, у, г)= 1ДДх, у, 2 + Ѳ/). 

Но необходимо отметить, что каждое из этих равенств ве^но, если 
написано только оно одно. Но если они написаны все вместе, то они 
перестают быть верными равенствами. Это потому, что в каждом из них Ѳ 
должно иметь свое особое значение. Но так как один и тот же символ 

должен обозначать одно и то же число, то если мы хотим рассматри¬ 

вать все равенства (4) одновременно, мы должны вместо одного символа в* 
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ввести в каждое равенство свой символ и переписать эти равенства, 
яапример, так: 

Дх-\-к, у, г)~/(х, у, г) = к/' л (х 4- 0 3 А, у , г), 

}{х, у + к, г)—/{х, у, г) = к/^(х, у^т%к, г), 

?{х, У, г + 1) —/(*, У, г) = Ѵг(х, У, 

§ 118. О функциях, производные которых равны нулю. 

Хорошим примером на применение теоремы Лагранжа может служить 
Теорема . Функция, все частные производные которой тождест¬ 
венно равны нулю, равна постоянной величине. 

Пусть Ф(г, у, ^—непрерывная функция трех переменных, част¬ 
ные производные которой тоже непрерывны в некоторой области. Рас¬ 
смотрим разность 

к = Ф[х, у, г) — Ф{а л Ь , с)\ (1 > 

где а, Ь % с — произвольно взятые числа так, что точка (а, Ь % с) лежит 
в области непрерывности. К разности (1) мы не можем прямо применить 
теорему Лагранжа, но перепишем ее так: 

к= {Ф(х, у , г) — Ф(а, у , г)} Ц- 
+ { Ф(«. У у г ) — Ф(<*1 Ь, г) у + 

+ {Ф(в, Ь, г) — Ф{а, Ь , с)}. 

Теперь к каждой скобке мы можем применить теорему Лагранжа. Чтобы 
применить ее к первой скобке, рассматриваем у и г как произвольные 
постоянные, а х — как переменное. Получаем 

ф(х, у, г) — Ф{< I, у, г) = (х — а)Ф'^, у, г), 

где $ — промежуточное между а и х. 

Для второй и третьей скобок подобным же образом найдем 

У> г) — Ф(а, Ь , 2 ) = (у — Ь)Ф'(а г т„ -г), 

Ф(а, Ь , г) — Ф(д, Ь % с) = {г — с)ф\{а , С), 

где ц — промежуточное между Ь и у, а С — между сиг. Теперь яйеем 

к = (х — а)Ф' х & у, л) + 0-*)Ф;(лг, Чі + у, С). 

Это равенство справедливо, какая бы ни была функция Ф(х, у, г). 
Предположим теперь, что согласна условию теоремы тожественно 

Ф’ х (х, У> У> = Л *) = 0. 

Тогда ясно, что & = 0, а потому из (1) 

Ф(дг, у, г) = Ф(а , с) = постоянное, 

и теорема доказана. 

Доказательство, как нетрудно видеть, не зависит от числа аргументов. 
Задача. Доказать теорему для функции пяти аргументов. 
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119. Заключение. 


1. Частной производной от функции многих аргументов по какому- 
нибудь аргументу называется производная от той функции одного 
аргумента, которая получается, если рассматривать как постоянные 
все аргументы функции, кроме того, по которому берется производ¬ 
ная. Поэтому 


№ у> 


г) = Ііт 

Л -^0 


;(х + А, у . 


г) —/(х, у,.., г) 
к 


/'(■*, у,..., 2 ) = Ііт 


/(*, у + ь, 


, г)— /(*, у,..., г) 
к 


/Ах, у,..., г) = Нш ^-’ - ^’' ’'' г + ? — /(*, у,... 
1-* О I 


2. Частная производная от независимого переменного по тому же 
независимому переменному равна единице. Частная производная от 
одного независимого переменного по другому независимому пере¬ 
менному равна нулю: 

?.-*• 

и-* 


дг 

дх' 


дх л 

дх 


- а - = о, . 

ду 

' ' * * дг 

=о, 

^-1 
ду ’ * 

ду 

• * • ’ дк 

=0, 

• » • а . 

дг 

дг 


т- = °, . 

ду 

• • • • — 

дг 

= к 


3. Частная производная от частной производной л-го порядка назы¬ 
вается частной производной (п + 1)-го порядка. 

4. При применении теоремы Лагранжа к функции многих аргу¬ 
ментов надо брать от функции производную по тому аргумен¬ 
ту, который получает приращение. 

5. Функция, все частные производные которой равны нулю, равна 
постоянному. 





ГЛАВА ПЯТНАДЦАТАЯ 


ОСНОВНЫЕ ТЕОРЕМЫ О ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ. 
ПОЛНЫЕ ПРОИЗВОДНЫЕ. 

.Основных теорем о частных производных очень немного. Можно 
считать, что их только две. Доказательства их опираются на возможность 
применять к функциям многих аргументов теорему Лагранжа, согласно 
которой, например, имеем равенства 

Цх + к, у, г) —/(х, у, г) = к/ х (х + ѲЛ, у, г), 

А*, У+Ь, г)—А*, У, = У + Ь г к, г), 

Ах, У, г-\-1) — /(*, у, г) = 1/1(х, у, 

§ 120. О независимости результата диференцирования 
от порядка диференцирования. 

Пусть имеем, например, функцию Ф(дг, у, г) трех переменных; вы¬ 
числим ее частную производную 

ф 

и частную производную 


т. е. частную производную по тем же переменным, но в другом порядке. 
Спрашивается, равны или не равны эти производные. 

Теорема . Результат диференцирования функции не зависит от 
порядка диференцирования, если получаемые производные непре¬ 
рывны. 

Докажем сначала эту теорему для функции /(*, у) только двух пере¬ 
менных. Следовательно, нам надо доказать, что 

»=/;>, у)- 

Составим выражение Дуі*/ частного приращения второго порядка. 
Имеем 

д ,/(*. У) —Ах + А» у) —/(■*, у )• (і ) 

Заменяя в правой части у через у-{-к и вычитая из полученного выра- 
жения правую часть (1), найдем 

У) = {/(■* + А. У + А) —Ах, У + к )} — 

— {/(*+ А, у) — Ах , У )} • 
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Это выражение, применяя теорему Лагранжа, можно выразить через 
частные производные от /( х , у). Очень часто рассуждают так: по теореме 
Лагранжа 

А х + А, У) —/(х, у) = к/' х (х + Ол, у), (3) 

какое бы ни было у. 

Заменяя у через у-\-к, имеем 

/(* + А. У + *) -Ах, У + к) = к/' х (х + Ьк, у + к), (4) 

а потому 

У) = к {/ х (х ѲЛ, у-\- к) — / х (х -)- 6А, .у). (5) 

Рассматривая вычитаемое / х (х-\-Ък, у ) как функцию только у, снова 
применяем к правой части теорему Лагранжа. Получаем 

у > = кк О х + ^У + е '*)- (6) 

Это равенство верно-, но доказательство ошибочно. В равенстве (3) не¬ 
известная нам величина Ѳ должна меняться с изменением у, а потому Ѳ 
в (3) н (4) имеет различные значения. Следовательно, в (5) в уменьшае¬ 
мом и вычитаемом 6 не одно и то же, а потому и теорема Лагранжа 
не может быть применима. 

Правильное доказательство будет такое: берем выражение (2), ко¬ 
торое короче обозначим через А: 

А={Дх + к, у + к)—/(х, у + к)} — { Ах Ат к , у)—Дх, У)). (7) 

Выражение в первой скобке может быть получено из выражения вто¬ 
рой скобки заменой .у черезъ 4- к, Будем поэтому на время рассматривать 
х и А как произвольные постоянные. Тогда вторая скобка обратится 
в некоторую функцию только у . Если на время положим, что 

Ч(У)=Ах + к, у)-/(х, у), (8) 

то 

Л = <р(Ѵ-ЬА) — <р(у), 
а потому по теореме Лагранжа 


Но из (8) 


следовательно, 


А = ку'(у-\-\к). 

«р'оо =/;<*+*. у)-г у {х, у), 

А = к {/ у (х 4- А, у + 6,А) — } у (х, у 4- Ѳ а А) }. 


Теперь рассматриваем у, Ѳ х и к как постоянные. Пусть на время 
$(х)=/’ у {х, у 4- Ѳ г Л). 

И = А{ф(*4-Л)-4>(*)} =АА<1>'(* + 6 2 А), 

« так как 

Ѵ(х)=% х (х у .у-ИіА), 

го окончательно 

л=аа/;>4 0 2 а, >+0,*). (Ю) 
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Сгруппируем теперь в (7) члены иначе, а именно так: 

А = {Дх + А, у-\-Ь) -Дх + А, >)} - {/(*, у + Ь) -/(*, у )}. 

Рассматривая вторую скобку как функцию только х и полагая на 
время 

ф(х)=/(х, у + к)—/(х, у), 

откуда 

ф'(х) =/'(*, у -н к) —/' Х {Х, у), 

имеем 

А = Ф(х + Л) - Ф{х) =к {/> + 6 %у+к )-/> + 6'А, у )}, (11) 

где 0 < (У < 1. Рассматривая же вычитаемое в скобках как функцию 
только у и полагая на время 

“Ы —/ Х (х 4- в'*, у), «'О» =/х У (х 4- 8 ' А - >). 

мы имеем 

4 = А {ш(,у -[" *) — со^/)} = кЫ(у -р 9*А), 

н окончательно 

А = ккГ’ у {х + Ь'к, у + Ѵк). (12) 

Сравнение этого выражения для А с ранее полученным (10) дает 
равенство: 

кк/; х (х-)-ъ 2 к, у-\-ъ 1 к)=кк/; у (х^- о'а, у+ѵ'к). (із> 

Это равенство доказано в предположении, что А и к — какие угодно вели¬ 
чины, быть может даже нули. 

Но пусть А и А не равны нулю; тогда мы можем разделить равенство 
(13) на АА. Получим 

/;>+е 2 А, и М) ==/;;(*-И’*, у+ѵк). (і4> 

и это равенство заведомо справедливо для всяких значений А и А, за 
исключением, быть может, значений, равных нулю. О справедливости 
же его при А = 0иА = 0мы прямо ничего не можем утверждать, потому 
что мы его получили из (13) только при предположении, что А и А отличны 
от нуля. Поэтому в равенстве (14) мы не имеем права положить А и А 
равными нулю. 

Заставим А и А бесконечно умаляться. Тогда получим: 

Ііш /"(* + О а Л, .у + 6,А) = Ііш /Дх + в'Л, у + (ГА). (15) 

(А,*Ь>0 У* (А, АЬ>0 У 

Но предел непрерывной функции равен значению ее от пределов 
аргументов, а потому из (15) следует, что 

О х ' у )*>■ 

которое показывает, что если функцию двух аргументов мы диферен- 
цируем сначала по одному аргументу, а потом по другому, то совершенно 
безразлично, по какому аргументу мы диференцируем сначала и по 
какому потом. 
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Пусть теперь мы имеем функцию Ф(л:, у , ..., и, ..., т?) несколь¬ 

ких аргументов и пусть 

д я Ф(*, ,у, г,. .., и. ѵ) 
дх ... дг .. .да ... дѵ .. .ду 

— какая-нибудь ее производная л-го порядка. 

Чтобы получить эту производную, мы диференцируем данную функ¬ 
цию по различным аргументам в некоторой последовательности. Пусть 
мы ее продиференцировали несколько раз и пусть в результате диферен- 
цирования получили некоторую функцию 

;<К*, у , и. ѵ). 

Положим теперь, что ф надо продиферениировать сначала по и , а 
потом по ѵ. Когда мы берем производную по и, то на остальные аргу¬ 
менты мы смотрим как на постоянные. Точно так же, когда ищется про¬ 
изводная по ѵ , то, кроме ѵ , остальные аргументы рассматриваются каіс 
постоянные. Следовательно, когда мы берем от ф производные сначала 
по л, потом по ѵ у то мы можем смотреть на все аргументы, кроме и 
и ѵ , как на постоянные, т. е. это иначе значит, что на время мы можем 
рассматривать функцию ф как функцию только двух переменных и и ѵ. 
Но тогда по только что доказанному 

Ф" = Ф'\ 

Таи Тѵя* 


а это показывает, что после того как мы несколько раз продиференци¬ 
ровали данную функцию Ф и получили в результате ф, то потом безраз¬ 
лично, в каком порядке производить следующие два днференцирования. 
Таким образом, оказывается, что при диференцировании можно изменить 
порядок двух смежных диференцирований. 

Но если можно менять порядок двух смежных диференцирований, 
то мы всегда можем заменить один порядок диференцировании каким 
угодно другим. Следовательно, результат днференцирования не зависит 
от порядка днференцирования. Теорема доказана. 

Опираясь на нее, мы видим, что функция двух переменных /(х, у > 
имеет только две частные производные первого порядка: 

ді д/ 
дх ’ ду' 


только три различные производные второго порядка: 


<?2/ а 2 / д 2 / 

дх*' дхду' ду* 9 

и только четыре различные производные третьего порядка: 

о 8 / о 3 / д 3 / а 8 / 

дх 3 ’ дх 2 ду ’ дхду 2 * ду 3 


Задачи. 

1. Показать, чго функция л аргументов имеет 


«(/» + !) 

2 


вторых 


произ¬ 


водных. 

2. Показать, что число производных л-го порядка от функции двух 
переменных равно (л-|-1). 
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§ 121. Производная от функции функций. 

Пусть .у — функция нескольких аргументов; для простоты предполо¬ 
жим, что только трех: 

у=/(и, ѵ у ѵ)), (1) 


и пусть каждый из ее аргументов в свою очередь есть функция неза¬ 
висимого переменного х. В такоц случае у есть тоже функция х и, 
рассматриваемая как функция х , она есть то, что мы назвали функцией 
функции. 

Спрашивается: чему равна производная от у как функции дг? 

Чтобы получить ответ на этот вопрос, вычислим сначала отношение 


Лѵ 

Лх' 


а потом найдем его предел, предполагая, что Д к бесконечно ума¬ 


ляется. 

Когда х принимает приращение А*, то величины у, и, ѵ> <ш изменяют 
свои значения, и новые их значения будут равны: ^уН-Ду, и + Ды, 
ѵ-\ -Ап, + а потому 

, у Ду = /(и -(- Дк, ѵ + Дгг, чю Д'до), 


іи, следовательно, 

Ду=/(и-|-Ди* ад + Ди;)— /(и,ѵ % гѵ). (2) 

Правая часть этого равенства равна сумме левых частей следующих 
равенств: 

/(и 4- Ди, ѵ Дѵ, чю -}- Дзд) — /(и, ѵ -|- Дт>, чя)-\- Дхр) = 

= Ди/д(и-|-0 І Ди > 

/(и, ѵ-\-&ѵ,чѵ-\- Ачѵ) — /(и, ѵ, чѵ + Дю) = Дѵ/^ (и, ѵ -I- Ѳ 2 Дн, чѵ + Дзд), 
/(и, ѵ, чѵ Дш)—/(и,г>,зд) = Дго/ Ш (и, ѵ у тг>-|-6 3 Дхр). (3) 

Что же касается этих равенств, то каждое из них получается, при¬ 
меняя теорему Лагранжа. Так, при выводе первого равенства мы рас¬ 
сматриваем как переменную величину только и, остальные же ѵ , чю, 
\чѵ рассматриваем как постоянные. 

При выводе второго равенства переменной рассматриваем только ѵ , 
а при выводе третьего равенства — только те/. 

Складывая все равенства (3) и разделяя на Д*, найдем, что 

+ в і Ди - ѵ + Д ®’ + та + Дта) -}- 

Лчо I 

+ ^:/®(«. ѵ, та + 0, Дта). 


Переходим к пределу, предполагая, что Дл: бесконечно умаляется. 
Получаем 




гіл: 




Производная от ^у вычислена. Хотя вычисление мы произвели, пред¬ 
полагая, что число аргументов равно трем, но метод доказательства, 
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очевидно, не зависит от числа аргументов, а потому мм можем выска¬ 
зать следующую теорему: 

Если у=/(и, ад), причем аргументы и, ѵ, ..ад — функции 

х, то 

йу д/ йи. д/ йѵ . , д/ йѵо 

йх ди йх ■ дѵ йх ■ """ ■ дчѵ йх " * 


Зто равенство можно переписать в таких двух формах: 

йѵо 


йу __ ду йи ^ ду йѵ 
сіх ди <іх дѵ йх 


дтѵ йх 


й/ _ д/ йи ійрйѵ ^ д/ й*ш 

йх ди йх'дѵ йх ‘ ’ ' 


(5) 

( 6 ) 


Самую же теорему можно формулировать так: 

Чтобы получить производную функции от функций, надо взять 
сумму всех тех произведений, которые получим, если каждую част¬ 
ную производную умножим на производную от соответствующего 
аргумента. 

Положим, что мы имеем функцию Да) только одного аргумента. 
Тогда в правой части (5) остается только одно слагаемое и мы имеем: 




йи 

йх' 


т. е. имеем знакомую теорему о производной функции ог функции. 
Доказанная теорема есть ее обобщение и называется теоремой о про¬ 
изводной функции многих функций, или теоремой о производной от 
сложной функции нескольких аргументов. 

Производную от функции функций часто называют полной произ¬ 
водной. Но мы так ее называть не будем. Термин „полная производная“ 
нам понадобится для других случаев. 

Теорема о производной функции от функций — одна из важнейших 
теорем, благодаря ее частым применениям. В приложениях для ее вы¬ 
числения часто требуется напряженное внимание. На практике те функ¬ 
ции, от которых берутся производные, нередко даются в сложной форме, 
и при вычислении производной всегда прежде всего надо отчетливо вы¬ 
яснить: 1) от какой функции берется производная, 2) каковы ее аргу¬ 
менты и 3) какие величины служат независимыми переменными. 

Рассмотрим несколько примеров. 

Примеры. 1. Пусть и и о—-функции х и требуется вычислить производную 
по х от 

у = и ѵ . 

Имеем 

йу _ ду йи + дуйѵ 

йх ди йх дѵ йх 

и так как 

^ = ѵи ѵ ~ 1 , — = и ѵ 1п и, 

ди дѵ 

то 

йѵ .йи . , йѵ 

-1- = ѵ и *- 1 -1- и ѵ 1п и — . 

йх йх йх 

14 Диференциальное исчисление. 
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Например, если 


то, полагая и = х л ^ = зіп х, найдем 
йх*іп* . „ 


лг* 1п х ~ 1 (зіп х -Ь х 1п л* соз х). 


2. Если т~ф(х, у, ... у г) и х л у, ... , -г — функции /, то ясно, что 

йѵе дфйх , дфЛу , , 

ді дх йі бу д( дг аі ' 7 

3. Пусть ш=/{х, у . г), причем х , у, . . . , г —функции 5, ч. . . . , I, 

принимаемых за нез^иснмые: 

х — (;, т}, . . . , С), У = ^ ('і Чі • * • Д)» • • •» ^ == **> • • • » 0* (2) 

Рассматривая яѵ как функцию 5, т\,. Л , С, вычислим частные производные 

диг ди' дхѵ 

дІ' <ъ’' 9 ’’ Тс ’ 


Чтобы вычислить производную —, мы должны остальные независимые пе- 

0; 

ременные ч,..., С рассматривать как произвольные постоянные. Но пока мы 
рассматриваем ть ..., С как постоянные, до тех пор х, у ,..., г согласно (2) мы 
должны рассматривать как функции только Поэтому наша задача вычислить 
дю . 

— сводится к задаче вычислить производную по с от хю, если х, у, .. г — 
ді 

функции 5. Согласно (1), заменяя в нем і через 5, имеем 

диг__дфдх .дф ду , , (3 ч 

оі дх ох ду й* 1 "' ’^дг Я* > 

Только зтесь мы пишем в производных 

дх ду дг 

л” ‘‘’сТГ 

круглое д , а не прямое, потому что это частные производные от х, у, . .. , г 
по 5. 

Рассматривая же 5, С как произвольные постоянные, а ч как переменное, 
аналогично найдем 

ди *_дфдх,дфдуу — 

дц дх дт) ду дті дгдт\ 


Подобным же образом получим 


дш> _ дфдх дфду 

ІК ~дхд~: ^ ду дІ^ 


дф дг 
+ дг 01 


4. Если ф(х, у , г) — функция аргументов х , у, г , то всякая ее частная про¬ 
изводная, например такая 

д*ф(х, у. г) 
дх ду 

есть функция тех же аргументов. Предположим, что мы ее вычислили. Пусть 


дЩх, у, г) 


= { ■*. у, *)• 


Если теперь х, у, г — функции і, то функция ф есть тоже функция (, а потому 
от нее мож?т быть вычислена производная по і , т. е. может быть вычислена 








функция, которая обозначится так: 

а_ / д*ф (лг, у, г)\ 
іІі \ у ) 

Чтобы потучить эту производную, мысленно в равенстве (1) заменяем ф 


через -—- и находим 
дх*ду 

/ д*ф ѵ __ д*ф йх д*ф сіу д*ф йг 
(іі \дх%ду) дх^йу йі дх*ду* сП дхРбудг йі 


Пусть 


122. Полные производные. 

ю = ф(х, у, г . и, ѵ) 


( 1 ) 


— функция нескольких аргументов и предположим, что все ее аргументы 


У , «г, . . ., и, ѵ 


рассматриваются как функции одного из них, а именно х. Тогда на ію 
мы можем смотреть с двух точек зрения. С одной стороны, -и/ есть 
функция нескольких аргументов 

У» %% • • •» V) 


которые мы можем рассматривать как независимые переменные. С дру¬ 
гой стороны, так как все аргументы в свою очередь — функции х , то н 
на ѵ) мы можем смотреть как на функцию только одного х . 

Соответственно этому двойному взгляду получается двойной взгляд 
на производную от гг/ по х . Мы можем взять производную от т по х , 
рассматривая •ю как функцию нескольких аргументов 

х. У, . . - , и, ѵ, 


независимых между собой. Это будет частная производная, кото¬ 
рая обозначится одним из символов 


О'ГУ 

дх ’ 


V). 



Или же мы можем брать производную от ѵ) по х, рассматривая тѵ 
как функцию только одного л*. Эту производную обозначают симво¬ 
лами: 

сіи) йф 

Іи' ах' 


употребляя вместо круглого д прямое й % и называют ее полной про¬ 
изводной от даннойфункции ноаргумеитудг. Следовательно, 

полной производной от функции нескольких аргументов по 
какому-нибудь аргументу называется та производная по этому 
аргументу, которая получается, когда все остальные аргументы 
рассматриваются как некоторые функции того аргумента, по ко¬ 
торому берется производная. 

14* 
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Подобным же образом часто приходится рассматривать так называе¬ 
мые частные полные производные. Пусть хѵ — функция, например, пяти 
аргументов: 

т = ф(х, у , г, и , ѵ)\ 

положим, что аргументы и и ѵ мы рассматриваем как функции аргумен¬ 
тов л:, у , г, которые уже считаем независимыми переменными. В таком 
случае хѵ есть функция трех независимых переменных х , у , г, от ко¬ 
торых она зависит одновременно и непосредственно, как от своих аргу¬ 
ментов, и посредственно через и и ѵ . 

Условимся в этом случае хѵ обозначать так: 

хѵ = ф(х , ѵ, г, и , г>) 

при условии рассматривания и и ѵ как функций лг, ,у, г. 

Так как -а* есть функция трех независимых переменных, то она имеет 
три частные производные: о/, хг/,, те/. Эти частные производные назы¬ 
ваются полными частными производными от функции ф. Их обыкно¬ 
венно обозначают так: 

Лф Лф Лф 
Лх ’ сіу' Лг' 

употребляя вместо круглого прямое Л. Эти полные производные надо 
отличать от обыкновенных частных производных 

дф дф дф 
дх' ду 9 дг 

Рассмотрим, как можно вычислять полные частные производные. Сна¬ 
чала рассмотрим более простой случай. Пусть 

«>=*/(*, У г и, ѵ) 

и пусть у у г , и , ѵ — функции х . Требуется найти полную производную 
от хѵ по Хш Мы применим теорему о производной функции функций. 

Если бы л:, у } г, и, ѵ были все функции какого-нибудь перемен¬ 
ного то 

ЛДХу у , ц, х/)_ д/ Лх д/ Лу , д/ йг , д/ Ли , д/сіѵ 

Лг дх Лі ду Лі дг Лі ди Лі дѵ Лі 

Считая же, что і есть как раз х у получим основную формулу: если 
у, г, и , ѵ — функции х л то 

< */(*, У, г, и 9 ѵ) _д/ ^ д/ Лу ^ д/ Лг ^ д/ Ли ^ д/ Лѵ 

Лх дх дуЛх дгЛх диЛх дѵЛх' 

Подобным же образом вычисляются и полные частные производные. 
Пусть, например, 

хѵ^=ф(х у у у г, ц, ѵ) у 
где и и ѵ — функции л:, у . 
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Рассматривая т и как функцию только независимых переменных х, у, г, 
мы, чтобы иметь полную частную производную по х, должны при этом 
рассматривать у иг как постоянные. Следовательно, мы должны искать 
производную от го по х, рассматривая и и ѵ как функции х. Имеем: 


дю _ дф . дфди . дфдѵ 

ах дх'ди дх' дѵ дх' 


Рассматривая х и г как постоянные, найдем: 

йт _ дф. дфди .дфдѵ 

йу ду' ди. ду' дѵду ’ 

Рассматривая х и у как постоянные, получим: 

дчи _ дф . дф ди , дф дѵ 

йі дг ' ди дг дѵ дг ‘ 


§ 123. Заключение. 

1. Результат диференцнрования, если производные непрерывны, 
не зависит от порядка диференцирования. 

2. Если и, ѵ, ... , іи — функции х, то 

дф{и, ѵ, . . ., го) 


дх 


дф іи .дфіѵ . , дф^ йти 

диах‘дѵах' т, ’~^~дюОх 


3. Если и = ф(х, у, .... г) и х, у, 
мых переменных 5, т), . . . С, то 

ди _ дф дх , дф ду . 

дЕ дх <?; ■ ду дЕ ‘ ' 

ди дфдх дф ду . 

Р7) дх Л) "•* дуді\'~' 


. . , г — функции независн- 

■ дф дг 
’’ дг дБ ’ 
дфд г 


ди _ дф дх . дф ду , 

дС дх д{' ду дС 


4. Если у — функция лт, то 

Уіх^УІ __дф_ , д/ а*/(х, у) 
йк дх'ду у ’ дх 3 


дфдг 

“•"дгдС* 


<>*/ . */, 


— 4 — У-4-—У 2 4 

дх^ дхду у ^ду* у ' 


д 1у". 

ду У 


5. Если 


и = ф(х, у, г) 


и 2 рассматривается как функция независимых х и у, то 

ди дф , дф дг ди дф . дф дг 

дх дх ' дг дх ' ду ду'огду 
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ГЛАВА ШЕСТНАДЦАТАЯ 


ОДНОРОДНЫЕ ФУНКЦИИ. 

Среди функций многих переменных выделяется класс так называемых 
однородных функций. 


§ 124. Определение однородной функции. 

Функция Ф(х, у, ..., г) называется однородной функцией по¬ 
рядка т , если для нее имеет место равенство: 

Ф(іх, іу,..., іг) = ?*Ф(х, у . г) 

при всяком положительном переменном и Следовательно, функция 
однородна, если от умножения всех ез аргументов на одну и туже 
положительную величину значение функции меняется так, что но¬ 
вое ее значение равно первоначальному, умноженному на некото¬ 
рую степень той величины, на которую умножены ее аргументы. 
Показатель этой степени называется порядком однородности. 

Согласно этому определению легко проверить, что данная функция 
однородна или нет. Пусть, например; 

- . х 

е г 4 5іп — 

Ах,у.*) = Г . - (1) 

ѵ х а + У 2 + 2- 


Заменяя аргументы х, у, г через Іх, іу, іг, имеем 

о 


іх 

и 


е -4-зіп 


/(іх, іу, іг) = ■ 


— I 


2 * + 31П- 

3 е у 


Ѵ'і г х'‘-\ -*у-Н'г* 


З г - 


1 : я*+у*-\-з* 


Следовательно, 


/(іх, іу, іг) = і }/(х,у,г). 


а потому функция (1) однородна и порядок ее однородности равен 
Пусть 

ѵЗ 

?(*. .у) ; 

Имеем 


2 

3 


Ч(іх, іу)=і> 


Х*+У 
•К 3 


*■*+*’ 


214 




Функция неоднородна. 
Пусть 

Так как 



'Ціх, (у, іг) 


У 3 + ** 


• і а ф(дс, у. 


то эта функция однородная, нулевого порядка. 

Задача. Доказать, что следующие функции однородны и найти их 
порядки однородности: 

* 

1) г —. 1 . _ ; 2) * ■ ; 3) 1п х — Іп_у; 4) хе У '' + г \ 

/ Х *+у! + ;> 5 ІП - 

У 

Ответ. Порядки однородности: 1) —1 ; 2) 0; 3) 0; 4) +]. 


§ 125. Теорема Эйлера об однородной функции. 


Теорема Эйлера. Если каждую частную производную однород¬ 
ной функции порядка т умножить на тот аргумент, по которому 
взята производная, то сумма всех полученных таким образом про¬ 
изведений равна функции, умноженной на ее порядок. Следовательно, 
если У (лг,, х 3 , х 3 ,.. — однородная функция порядка т аргу¬ 
ментов х ѵ х 2 , х„, то 


Х 'дх, + Х *дх 2 


±?зЖ + --- + Х П0Т— т Н Х 1’ Х п)- 


( 1 ) 


Ц Согласно определению однородной функции . 

Д/дг, , (х 2 , іх п ) = ( т Дх ѵ х п ). (2) 

Это равенство справедливо при всяком положительном /, а потому, рас¬ 
сматривая * 3 , х 2 , ..., х п как постоянные, мы можем написать, что 
производная по і от левой части равна производной от правой части. 
Введем на время такие обозначения: 


<?/(*,, X,, . . . 

дх г 

> х п) 

ѵГ 

II 

* » **п)’ 


д/(х и х г ,.. 
дх 2 


— / 2(^3 » Х 2' • • 

• * х г )і 

(Я) 

д((х Л , х ѵ - ■■ 


= /л(* 1» Х 2' • • 

• і Л я)- 



Согласно этим обозначениям, если вместо х ѵ х ѵ ...,х п будут стоять 
другие буквы и 2 , и пУ то 
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( 4 ) 


д/к, 

** 2’ * * * ’ 



л*і 


д/К» 

и 2 $ • • • • 

Ля) = 


ди % 


Щи 

• • • 

1і м 2* * ч 



ди я -/„^.-2 

Заметив это, перепишем равенство (2) в таком виде: 

/К» 1*2* * * '» /і Х і 9 Х 2* * * ч ^я)« 


полагая 


и л = *лг 3 , и 2 — /х 2 і ..и, = /* я . 


(5) 

( 6 ) 


Рассматривая и 2 , и 2 , .. как функции от * и диференцируя по і 
равенство (5), найдем, применяя теорему о производной сложной функции: 

К + V І и 2 . . # - т1 "~і Пх х х \ 

да , Л ^ Л + ’ ‘ + <К, йі ~ ПХі ' 21 ’ •’ п) ' 


Но из (6) следует, что 

йи л Ли, 

-.4 = * І , -4 — х 0 


йі 


<и 


± и л _ г 

'•*’ Л — х .» 


а потому согласно (4) 

ѴіК> И 2’ • • •> “ л ) + Х М и 1' И 2> • • •» «*)+■••+ Х ЛК» «2- ' • •• и п> — 
= ті т ~ х /К, х ѵ . . Х п ), 

или 

• * ч^«* Л ) “I" ^ Х 2 • * ч • • “Ь Х п/п^ Х 1* ^ Х 2 • • •» Ч) ~ 

*“ ^*2» * * ч Х п) л 

Полагая 1= 1, получим: 

Х і/\( Л Ѵ •Х'.ДУ • • • , Х п ) + Х 2 $^Х^, Х 2 у • . •» ^ я ) • • • "Р ■* я /я(*11 **2’ * * ч 

Принимая во внимание (3), имеем (1). 


§ 126. Однородный многочлен. 

Поставим такой вопрос: может ли многочлен быть однородной 
функцией? 

Как известно, сумма т п + ... + р показателей в одночлене 

ах т у я ...г р 

называется измерением его. Пусть 

ф(х, У, ..., г) — ах к у к .. .г 1 + Ьх р у <*.. л г + ... + сх т у* ... г 1 

— данный многочлен, представленный как сумма п одночленов; обозна¬ 
чим через $ л измерения этих одночленов: 

5 , — А + * + ... + /, 5 2 = р -\-<1 + ... ±г.., 5 а = т-\- 8 + • •• + '• 
216 




Ясно, что 

ф(іліу , ..., іг) — і 5і ах н у к .. ,г 1 -\-і 5 ' Ьх?уч . ..г г + ... ^ і* л сх т у *.. .г*. 

Если 

5 1 — 5 2 ~ 5 8 = ■ • • — 5 п = 3 * 

и только в этом случае, то в правой части можно вынести і 5 общим 
множителем, н мы получаем равенство 

ф(іх, іу,..., іг) — і*ф(х, у,..., г), 

которое дает нам теорему: 

Многочлен, все члены которого одного измерения, есть одно¬ 
родная функция. 

Не мешает отметить, что элементарная алгебра из однородных функ¬ 
ций рассматривает только многочлены, причем она определяет однород¬ 
ный многочлен как такой, все члены которого одного измерения. Если при¬ 
нять это определение, то тогда надо доказать, что всякий однородный много¬ 
член ф(х , у,..., г) порядка т обладает тем свойством, что 

ф(іх, іу, .. іг) = і т ф(х, у,..., г). (2> 

Но мы это свойство приняли за определение однородной функции. 
Таким образом, относительно многочлена то, что в элементарной мате¬ 
матике определение, у нас теорема, и обратно — то, что в элементарной 
алгебре теорема, у нас определение, и под это определение подводятся 
не только многочлены, но и другие функции. 


§ 127. Выражение однородной функции через функцию меньшего числа 

аргументов. 

Поставим вопрос: существуют ли однородные функции одного аргумента? 
Пусть Д х ) — однородная функция порядка т. Следовательно, согласно опре¬ 
делению при всяком положительном і 

/{іх) = і т /(х), откуда 

Если х > 0, то, полагая іг—. имеем 

/(*) = /(1).дЛ х>0. 

Если же лг < 0, то принимаем *= — и имеем 

/(*>=/<-!)•(-*)«• х<0. 

Обозначая 

а=/( I). *=/(-1). 

причем вообще а и Ь не равны, заключаем, что 

/(х) = ах т У при х > 0, (1) 

({х) ~ Ь(—х)п, при х < 0. (2) 

Следовательно, 

нз функций одного переменного однородными являются только функ¬ 
ции типа ах 1 *» т. е. степенные функции. 

Так, например, функция — есть однородная функция порядка —1. 
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Рассмотрим общий случай. Пусть ф(х й , х 2 ...л Л ) - однородная функция по¬ 
рядка т. Имеем 

ф{і*\> іх» .. іх н ) — і т ф(х { , X* .. х я ), 

откуда 

ФіЛц **2» ■ ~ » ^**2» • • •* ^ѵ») 

какое бы ни быю положительное і. Заменяя і через -у, получаем равенство 


0(*». •*».у. .... . (3) 

которое показывает, что 

все аргументы однородной функции можно разделить на любую поло¬ 
жительную величину, умножив при дтом функцию на ту же величину в 
степени однородности функции. 

1 

Так как і в (3) — произвольная положительная величина, то, полагая 
если дг, > 0, и і ———, если х і < 0, из (3) получим 


Ф(ХX,. 

.... ЛГ„) 

. М 

1, *і . Хі) 

, если х { > 0 . 

(4) 

ф(х { , Хі,..., 

х п ) = (-•*»)« ф( 

-1 

ч ’ Хі ’-•" 

, —~ п 1 . егли дг, < 0. 
х і ' 

(5) 


Если мы в функции ф(х х , .ѵ 2 , х п ) примем х { = +\ или х { =— 1, то она 
в том и другом случае обратится в функцию только (л—1) аргументов. Пусть 

«6(1. Г'*,..., Р я _ 1 ) = <Кі' 4 , V, . ѵ п _ { ) ((3) 

и 

«6(— 1, — Ѵ п ., )—9(ѵ„ (7> 

Тогда из (4) и (5) имеем 

ф(х„ х іг ..., х п ) — х” ^.^). если х і > 0, (8) 

и 

Ф(х I, х г . х п ) = (-х,)<» ^.). если Хі < 0. (9) 

В том и другом случае в правой части имеем функцию только (п —1) аргу¬ 
мента. 

Обратно, возьмем произвольно функцию 

й)(« 4і и*..., н Л _ 4 ) 

(л—1) аргумента и с помощью нее построим функцию ф(х ІТ х ІР ..., х п ), прини¬ 
мая 

ф{х % , х*.... х„) = х” <0 (у*. ~,.. ч ^), если X, > 0 (10) 

И 

{6(л:„ л*,..л„) -= (—*,)« у,.. .у*), если < 0. (II) 

Легко убедиться, что в том и другом случае 

ф(1х { , іх* ..., іх п ) = (К ф(Хі, Л* .. х п ), 

т. е. что ф — однородная функция. Имеем теорему: 

Всякая однородная функция ф(х ІР х *..., х п ) п аргументов порядка т 
может быть представлена* в форме 

Л*і. х*,.., Х„) = х”. ф( Ха ~ 1 ), если Хі >0 (12) 
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и в форме 


Фі-Хн Х- 2 » • • • $ х я ) —■ ( ^ 9 • • • > если Х| 0 , (!'*) 

где <|» и 7 — функции (л—1) аргументов. Обратно, если <[> и ? — любые 
функции (л — 1 ) аргументов, то всякая функция ф вида (12) или (13) есть 
однородная функция порядка т . 

То, что в (13) стоит (— х |)« впоіне естественно, потому что в случае несоиз¬ 
меримости показателя т основание должно быть положительным. 

Благодаря этому свойству однородных функций нетрудно их строить. Берем 
произвольно функцию о)(ц 1т ..., н я - 1 ) каких-нибудь (л— 1) арі ументов и все 

дг а дг 3 х п 

ее аргументы и і% и*» • • • > и а _ 4 заменяем отношениями ■—, — ~ данных пе- 

■М ■*! 

ременных к одному из них и полученное выражение умножаем на х” или 
на (—в зависимости от знака х { . 

Так как все переменные х ѵ х. 2 ,..., х п равноправны, то вместо отношений к 
.г 4 мы могли бы взять отношения к* любому из них, например к Тогда аргу¬ 
менты Н|, и п _ { должны быть заменены отношениями 

- 1 * ^ 

Х > Х 2 

и полученное выражение помножено на л™ или (—х 3 )'«. 

Практически, чтобы однородную функцию аб(ѵ 4 , х 1% .. .ѵ„) порядка т пред¬ 
ставить через функцию (л—1) аргументов, мы равенство 

ф(Гг„ і Гг,..., (х п ) = іт ф( Хі , дг 2 ,..л л ), 
служащее определением однородной функции, сначала, заменяя і через у, пере¬ 
писываем в форме 

( Хі л о х п \ 

0<*і. -Ч. х п) — іт Ф\ -(> у.7 ) 


и потом, выбрав какое-нибудь х полагаем в этом равенстве і = х к или 1 = — х к 
в зависимости от того, рассматриваем ли мы область положительных значений 
для х к или область отрицательных значений. 

Но принимать во внимание знак у х к чрезвычайно важно. 

Для однородной функции ф(х> у) от двух переменных порядка т имеем 

ф(х. У) = хтф^ і, при X > О, 

Или 

Ф(X, У)~У т ф(^, і) =У т ® (у) при у > О, 

ф(х, у) = {~у)>*ф(— у, і)= (-^(у) при у<Г о. 

Например, если _ 

ф(х, у) = хѴх»+>*+^ + дс>, 

то 

Фіх, у)=х*{+у Г І+(у) +(^)+(у)}* еСлид:>0 * 

ио 

«*■»•=■*•{-/• + (;)’+( і)’+( л) }• “*** < °- 

у 

В скобках стоят различные функции от — в связи со знаком х . 


Фіх* У) 


= (—х)пф(\ % 


(_ Х )т при 


л < О. 
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Подобным же образом, если 

/(•*, Л г)= ]/**+у* + у'у* + г*. 

ТО 

/К. у. *> -X { /і + (Л у + ,/ )• + ( і )*} »р. * > О 

/(дг, у, = + + (4)’| ■»»*• «• 

Опять в правых частях в зависимости от знака х имеем различные выражения. 

В обоих примерах под выражением \ГЛ разумеется арифметический корень 
из А (см. введение, стр. 23). 


§ 128, Второе доказательство теоремы Эйлера. 
Если /(х, л;*,. . . ,ж я ) — однородная функция порядка м , то 


/(■*■*. • • • • — . . • , у ) 


при всяком положительном и Полагая * = х пУ находим 


Пусть 


-^2» ' 

• • ••*»)-*?/(§• 

** 

Г ’ ’ ’ 

х п ' 

/(Х Ь Х 2 , . 

• * » **л —2» 

+ (-*!> , 

. • • . »•Я/І-І)» 


<1> 


»2) 


(3) 


где функция ф уже функция (я — 1) аргументов. Равенство (2), полагая 


и 



«з 



Ц; 



(4) 


можно переписать в такой форме: 

/(•*!> Хд, » • • > ~ ^ (И|» • • • * Ц? — ])• 

Берем от этого равенства производные по х і} , . . . , х п , причем при вы¬ 

числении их от правой части применяем теорему о производном функции от 
функций, рассматривая и ІУ и* . . ., как функции от х ІУ л ь . . . , х п . Так 

как от х і вависнт только и і$ от х 9 — только , от д л _ 4 —только 

но от х п зависят все и ІУ и %у . . ., и п - ІУ то имеем 

Ч!Ь.= х т Й- 

Лс, я с 11 ! { дх { п ди, х п 
дх г п дщдх у п ди х х п 




<>/ — х н Ц ди "-^ х т ^ 1 

<>■*«- 1 п ди а - { дх п -і п 0и я _, х„ 


0 /__ 
дх. 


I дя, длг я ди % дх п 


Ц «Ч-1 
аи я _, а* я 


откуда 




— 




4- 


• • + 


0ы я _, х* 


(7) 


220 






Умножая (6) соответственно на х {1 , х, 



_ г т- I 


ди { 4 




дх 2 



4 и (7) на х л , инеем 


дх п . { п да п _, 


-•«Я- 


1-1 * 


-1 / дф 1 д ф , дф _ \ 

-- т *л * х п I Т" х і + Т- *а+ - • • + -- *л-і )• 

дх я \<Ч да і / 

Складывая все эти равенства, получаем 

+ *а-р-+ *з + • • •+х а У- = тхА-—т[, 
дх і дх 2 дх ѣ дх п 


и теорема доказана. 

При доказательстве неявно мы оіраничили область изменения х„ только 
положительными числами. Но при х п отрицательном мы в (1) должны принять 
і = — х п . Остальной ход доказательства остается без изменения. 


§ 129. Заключение. 

1. Функция называется однородной, если при умножении всех ее 
аргументов на одно и то же произвольно взятое положительное 
число сама функция умножается на некоторую степень того же 
положительного числа. Показатель этой степени называется показате¬ 
лем однородности функции. Следовательно: 

Функция ф(х, у, . . . , г) называется однородной порядка /я, 

1 если 

I ф(іх, іу, .... іг) = І т ф(х, у, . . г) 


при всяком положительном 1. 

2. Для однородной функции ф(х у у> . . . , г) порядка тп имеет 
место теорема Эйлера: 

дф * дф ' дф 

*ІІ+>Ѵ + - ■ ■+*Тг = тр - 

3. Всякая однородная функция ф(х ѵ х 2 , . . . , х л ) порядка т 
может быть представлена в виде 

ф(х ѵ х 2 , . . . , х п ) = х™$№ , ^.при Хі>0 

\ х г х \ х і I 

и в виде 

Ф(х ѵ х ѵ . . . , *,) = (-■*,Г ■, . • • ’ при ДГі<0, 

где ф и ^ — функции (п — 1) аргументов. 

Вместо х х можно брать любой из аргументов функции. 




ГЛАВА СЕМНАДЦАТАЯ 


НЕЯВНЫЕ ФУНКЦИИ. 

Функции называются неявными, если они определены одним или не¬ 
сколькими уравнениями. 

Производные неявных функций могуг быть вычислены без предвари¬ 
те иного решения тех уравнений, которыми они определяются. 


§ 130. Производные функций, определенных одним уравнением. 

Если ф(х, у )— функция двух аргументов, из которых у в свою 
очередь — функция х, то для полной производной от этой функции имеем 
равенство 

4ф(х>У) _ дф (х, у) дф(х,у) 4у 

йх дх " г ду йх' у ' 

которое справедливо, какой бы функцией от х ни был у . Заметив эго, 
предположим, что мы имеем уравнение 

ф(х,у) = 0, (2) 

которым у определяется как неявная функция х. Так как у есть функ¬ 
ция х , то вся левая часть есть тоже функция х. Пишем, что ее полная 
производная равна нулю. Согласно с равенством (1) получаем 

дф(х, у) дф (х, у)йу 

дх ду 4х ' 


откуда немедленно же находим 

дф (Х’У) 

сіу дх 

йх дф(х,у)' 

Ту 


( 3 ) 


и производная от неявной функции вычислена без предварительного 
решения того уравнения, которым она определена. 

Ясно теперь, что можно дать такое правило: 

Чтобы найти производную от неявной функции, надо диферен- 
цировать уравнение 

ф(х, _ѵ) = 0, 

которым она определена. Получим уравнение 
дф (х, у) , дф(х,у) ' І п 

из которого и определяется производная функции. 





Пусть, например, неявная функция у определена уравнением 
хе? 4- х 8 -\-у* — 0. 


Диференцируя это уравнение, получаем 

еУ + хеУу' + Зх 2 + 3 у 2 у 9 = 0 , 

откуда 

, _ еУ -|- Зх 2 

У ~ дге^+Зу 2 ' 


(4> 


(5). 


На практике так всегда и надо поступать, а именно диференциро- 
вать данное уравнение и из полученного уравнения находить производ¬ 
ную. Но можно, конечно, пользоваться и формулой (3), согласно которой 


У = ■ 


дф 

дх 

дф' 

ду 


( 6 > 


Для этого обозначим через ф(х , у) левую часть (4). Имеем 


откуда 


теперь (6) дает 


Ф(х, У) — хг* -(- х а -[-.У 8 . 

%=*’+**'■ %=*‘"+ 3 У- 


еУ+Зх 2 
хеУ + За¬ 


получили для У выражение, которое, как и можно было ожидать, вполне 
совпадает с ранее полученным выражением (5). 

Конечно, в результате производная неявной функции, как то ясно, 
например, из (5), выражается не прямо через один х, но через хну. 

Мы рассмотрели, как можно находить производные от неявной функ¬ 
ции одного переменного. Подобным же образом вычисляются и частные 
производные от функции нескольких аргументов, если функция опреде¬ 
лена одним уравнением. Пусть, например, уравнением 

ф(х, У, г) = 0 (7) 


2 определен как функция от х и у. Берем от левой части (7) полные* 
частные производные сначала по х % потом по у. Получаем два ура¬ 
внения: 


откуда 


дф дфдг_ 

дф , 

дф дг 

ах дг дх 

Гу^ 

дг ду 

дф 


дф 

дг ох 

дг 

__ ^ 

дх = ~дф' 

ду~' 

оф 5 

дг 


дг 
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и производные вычислены. Получаем прежнее правило: чтобы вычислить 
частные производные от неявной функции, надо диференцировать данное 
уравнение. 


§ 131. Производные от функций, определенных системой 

уравнений. 


Пусть у, 

г, . . . , и — система п 

функций х , удовлетворяющих 

уравнениям 

ф(х, у, г, . . . 
/(х, у, г, . . . 

, и) = 0 

,«) = о 

о) 


Р(х, у, г, . . . 

, и) = 0. 


Пишем, что полные производные по 
Получаем уравнения 

х от левых частей 

равны нулю. 


дф.дф <1у .дфёг. 
Ох' ду ёх'дгёх'~ ’ 

,дфёа_ 

' * + ди ёх ° 



д 1 + д 1*!л_ д 10г , 

дх ' оу ёх' дг ёх' ' 

' '^диёх~ 

(2) 


дР . дР ёу дР ёг , 
дх ' ду ~ёх дг ёх' ' 

. . + ^ = 0. 
^ да ёх 


Эти уравнения, число которых л, 

— первой степени 

относительно 

производных 

ёу ёг 
ёх' ~ёх" * 

йи 
* ’ Тх' 

(3) 


число которых тоже п. Поэтому мы можем решить уравнения (2) отно¬ 
сительно производных (3). Тем самым будут вычислены и производные. 
Очевидно, что мы можем опять высказать прежнее правило: 

Чтобы найти производные неявных функций , надо диференциро¬ 
вать левые части уравнений , определяющих их . 

Мы пока предполагали, что неявные функции суть функции^ одного 
переменного. Но тот же прием можно применять и для нахождения 

частных производных. 

Пусть п функций и у ѵ у . . , , тег определены как неявные функции 
от х, у 9 . . . , х уравнениями 

Ч(х ,у, . . . , и, ѵ у . . . , ад) = 0 

ф(ДГ,у, . . ., 2Г, (/,!/,. . . ,ш) = 0 ^ 

о)(дт,у, . . . , г, и, ѵ у . . . , ^ = 0, 

число которых тоже п. Берем от левых частей полные частные произ¬ 
водные по х . Получим уравнения 

224 






де .дуЪи . ду дѵ . 
дх ' ди дх'' дѵ дх' ’ 
дЬ <?ф ди . дф дѵ 
дх ои дх' дѵ дх' ' 


. + ***? = о 
от дх 

.+й$> =0 

1 дт дх 


дм д® ди , д ш дѵ , 

дх ди дх ‘ дѵ дх "* ’ 


діа дт _ 

^дт~дх~°' 


из которых вычисляем производные от и, ѵ у . . . , т по х. Беря же от 
левых частей (4) полные производные по у у получим уравнения 


ду ди , ду дѵ . 

ду ' ди ду дѵ ду ' 
дф дф ди .д ф дѵ 
ду ди ду' дѵ ду * 9 


‘ дт ду 

дф дт _ 

* ' дт ду 


дев , ды ди діа дѵ , 
ду ‘ ди ду ' дѵ ду' 


д<а дт _ 

9 + дтду~°' 


из которых найдем 


ди 

ду' 


дѵ 

оу 


дъа 

'Ту' 


Наконец, диференцируя (4) по г, получим уравнения 

• "*■ дю дг 


ду ду ди .ду дѵ 
дг 'ди дг' оѵ дг ' 


дф , дф ди дф дѵ дф дт ^ 

ог ' ди дг' дѵ ог' * * ' дт дг 


<?а> , д® ди дм дѵ , 
дг' ди дг' дѵ дг' 9 
из которых найдем а', ѵ л% . • . ,теЛ 


дш дт 

' дт дг ’ 


§ 132. Вторая производная от неявной функции. 

Мы подробно рассмотрим, как вычислить вторую производную от 
неявной функции одного переменного, определенной одним уравнением. 

Рассмотрим этот случай подробно, потому что он часто встречается 
в приложениях. 

Пусть у определен как функция х уравнением 

ф(х,у)=0. (1) 


Диференцируя это уравнение по х у получаем 

дф \ д _Ф *У =0 

дх ' ду дх * 


( 2 ) 


15 Диференциальное исчисление. 
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откуда 


Первая производная вычислена. Теперь вторую производную мы можем 
вычислить несколькими способами. 

1-й способ. Этот способ, пожалуй, самый естественный. Из (3) мм имеем 

дф 

= - (4> 

йх дф 

ду 

откуда, применяя теорему о производной от частного, заключаем, что 

дф й_ / дф\ _ дф й~/ дф\ 

й*у _ ду йх \ дх) дх ^дг\ ду) 

Ох** ^ дфу ' ( ' 

Но дУ 

й дф _ д*ф ^ д*ф йу й дф _ д*ф ^ д*Фйу ^ 

йх дх д& дхдуйх' йх ду дхду ду*йх' 


а потому 


дф д*ф \ дф/ д*ф ^ д*фйу 

й*у __ ду\дх' 2 дхду йх) дх\дхду ду* йх 
йх* /дф\ 2 


д*ф ^ д*фйу\ 
дхду ду*йх) 


Заменяя здесь — из (4), окончательно получаем 

д*ф (дф \* д*ф дф дф . д*ф (дф\ 


д 7 ф / дфу _ 2 д_Ф_ бу дф . д 1 ф /бу\ 

бл^ \ ду ) дхду дх дуду^Удх ) 


—• выражение довольно сложное. 

2-й способ. Опять бе^ем равенство (4): 


Правая часть есть некоторая функция л:, у. Обозначая ее для ясности на время 
через Ф(аг, >), имеем 


Поэтому 


у- = Н х >У)- 

Ох 

0*у__ д$(х, у) ^ д$(х, у) йу 
Лх * дх ду дх * 
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/дф\ /М\ 

(№у _д_ / дх_ \_/ дх \ йу 

4х* дх 1 дф I ду ^ дф 1 (іх * 

\ду/ \ду/ 

Заменяя здесь ^ из (8) и замечая, что по теореме о производной от частного 


( д А 

д I дх 
ох I дф 
\ду 
/дф 
_д_[ д* 
ду I дф 


дф д*ф _ дф д*ф 

ду дх~ дх дхду 

® г ' 

дф д*ф _ дф 

ду дхду дх ду 2 

7*ф\* ’ 


снова получим (7). 

3-й способ. Данное уравнение 

Ф(х> У)=-0 

диференцируем два раза по х. 

Первое деференцирование дает 

^+^ = 0. (9) 

дх ду (іх ' 

Принимая во внимание (6), после ьторого диференцирования получим 

^4_2—^ *У,&ф((1уу,дф<!У _л / Ш 

дх*'* дхду ах~* ду*\йх) + дуах*~ ‘ 

йу с№у 

Из (9) находим вставляем его в(10), из которого затем вычисляем^. 

Снова получим (7). 

Этот способ, пожалуй, самый простой. 

Задача. Если г определено как неявная функция х и у уравнением 

Ф{Х, у, 2 ) = 0, 

то, диференцируя это уравнение один раз по х у другой раз по у, мы 
получим уравнения: 

дф дфдг_ дф дфдг_ 

ді + Тгд-х- 0 ' Ту+Тгд} ' ( П 

дг дх 

откуда и вычисляем — и — # 

Показать, что если в свою очередь каждое из уравнений (11) проди- 
ференцировать как по лг, так и по у , то получаются уравнения: 

д*ф . 9 д 2 ф дг . д 2 ф Ідг\*дфд*х = 0 
дх 2 * дхдгдх ' дг 2 \Лс/ дх дх 1 9 
д 2 ф , д*ф дх . Рф дг д 2 ф дг дх дф д*г __ 

дхду ' <?л дг ду ' дудгдх дг 2 дх дудг дхду 9 


^1.2 — V е д * — = 0 

* дудг ду дг 2 \ду) дг ду 3 9 
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из которых можно вычистить вторые частные производные по г . 

Замечание. При вычислении производных неявных функций мы 
предполагали, что нам наперед известно, что данной системе уравнений 
удовлетворяю? некоторые непрерывные функции, производные которых 
требуется вычислить, не решая уравнений. В связи с этой задачей воз¬ 
никает следующая задача: если дана система п уравнений 

?(*, У, . • • . г, и, V, . .• . , «>) = 0, 

Ь(х,у, . . . , г, и, ѵ, . . . , та>)=0, 


<о(х,у, . . . , г, и, ѵ, . . . , ге/) = 0, 

в которые входят п переменных и, ѵ, . . . , «/, то при каких условиях 
можно быть уверенным, что этими уравнениями переменные и, ѵ, . . . , 
определяются как непрерывные функции от остальных переменных 
х,у, . . . , г, имеющие по ним производные? Эта задача, которой мы 
здесь не касались, будет рассмотрена в дальнейшем. 

§ 133. Заключение. 

1. Если у — неявная функция х, определенная уравнением 

Г{х, .У) = 0, 

то 

дГ 

дР.дРйу _ йу _ дх 

дх> дуйх ’ Тх~~дГ‘ 

ду 

Если г — неявная функция хну, определенная уравнением 

Ф {х, у, г) = О, 
то 

дф.дфдг^ _ дф .дфдг_ _^ 

дх'дгдх ’ ду'дгду 

2. Чтобы найти производные от функций, определенных уравне¬ 
ниями, надо днференцировать эти уравнения по соответствующим 
переменным. 




ГЛАВА ВОСЕМНАДЦАТАЯ 


МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ ФУНКЦИИ многих 
ПЕРЕМЕННЫХ. 

Понятие о максимумах и минимумах, введенное нами для функций 
одного переменного, естественно распространяется и на функции многих 
переменных. 

§ 134. Производные в точках экстремумов* 

Для функции Дх) одного переменного точка с называется точкой 
максимума, если (черт. 83) 

Лс)># + А). 0) 

и точкой минимума, если (черт. 84) 

№^/{с + Ь) ( 2 ) 

при всяком достаточно малом А. 


В 



Черт. 83. Черт. 84. Черт. 85. 

При этом максимум и минимум называются внутренними, если А 
может принимать как положительные, так и отрицательные значения. Но 
если А для рассматриваемой точки может принимать только или поло¬ 
жительные значения, или отрицательные, то максимум или минимум на¬ 
зывается граничным. Так, например, если функция рассматривается 
в интервале (а, Ь) и если она изображается кривой на чертеже 85, то 
а — точка граничного минимума, потому что в неравенстве 

А может принимать только положительные значения. Так же Ь есть точка 
граничного максимума, потому что в неравенстве 
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к должно иметь обязательно отрицательное значение. 

В точках внутренних максимумов и минимумов, как известно, про¬ 
изводная функции равна нулю или I 1 р^фл^вна. 

Пусть Ф(л у у . . г) — непрерывная функция нескольких аргументов, 
определенная в некоторой области. То значение, которое она принимает 
при х = а, у = Ь чщ . .г —с и которое обозначается так: 

Ф(а, Ь,..., с), 

будем называть ее значением в точке (а, А,.. с). 

Определение . Значение функции нескольких аргументов в точке 
(а, 6,..., с) называется максимумом, если оно больше каждого смеж¬ 
ного с ним значения или равно ему; это значение называется ми¬ 
нимумом, если оно меньше каждого смежного с ним значения или 
равно ему. 

Точный смысл этого краткого определения таков: 

Значение функции Ф{х , у . г) в точке (а, Ь 9 . . с) называется 

максимумом, если 

Ф(а , 6,.-., с)^Ф(а-{- А, 6 +А,..., с + 0 (1) 

при всяких достаточно малых к, А,..., /, т. е. если можно найти 
некоторую такую положительную величину что (1) необходимо 
имеет место, если 

|*|<* М<л—. И<* 

Значение функции Ф(х 9 у 9 . . г) в точке (а, Ь 9 . . с) называется 
минимумом, если 

Ф(а 9 Ь 9 . . с)^ Ф(а + к 9 Ь + А,..., с /) 

при всяких достаточно малых А, А,...,Л 

Если при этом приращения А, Л,...,/ могут принимать как положи¬ 
тельные, так н отрицательные значения, то соответствующий максимум 
или минимум называется внутренним. Он называется граничным, если 
хоть одно из приращений А, А,..., I может принимать или только 
положительные значения, или только отрицательные. 

Прилагательное «внутренний" обыкновенно опускается. Следова¬ 
тельно, когда говорят просто о максимумах или минимумах, не указывая 
точнее, о каких именно,— внутренних или граничных, то это значит, 
что речь идет о внутренних. 

Определенные нами максимумы и минимумы называются абсолют¬ 
ными в отличие от относительных, понятие о которых будет 
введено ниже. 

Теорема. Во всякой точке внутреннего максимума или минимума 
непрерывной функции нескольких аргументов все частные ее произ¬ 
водные или равны нулю или прерывны. 

Пусть (о, А,.. с) —точка внутреннего максимума для функции 
Ф(*і >'»•••, г). Следовательно, 

Ф(а, Ь,..., с)^Ф(а-\-Н, Ь-\-к,. (1) 

при всяких достаточно малых А, А,.. /. Доказательство теоремы полу¬ 

чим, если задачу о функции нескольких переменных сведем к задаче 
о функции одного переменного. 
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Оставляя А произвольным, примем в (1) 6 = 0 ,. . 1 = 0 . Получим 
Ф(а , А, ... , е) ^ Ф(а А, А,..с). (2) 

Вводим функцию ф(д;) одного аргумента, полагая 

<Ь (х) = ф(х,Ь,.. ,,с), (3) 

откуда , 

Уіх) = Ф' х {х,Ь>... % с). (4) 

Теперь (2) перепишется так: 

ф(п)^ф(а + А) (5) 


при всяком достаточно малом А. Следовательно, а есть точка внутрен¬ 
него максимума для функции ф(л:), а потому ее производная ф'(*) в точке 
а или равна нулю или прерывна. Из (4) следует, что 


Ф' х (а, Ь,...,с) = 0 

или прерывна. 

Следовательно, частная производная Ф* х (х,у ,.. .,*) в точке (а, А, с) 
равна нулю, или прерывна. 

То же самое, очевидно, можно доказать и относительно производной 
по любому переменному, применяя те же самые рассуждения. Так, на¬ 
пример, чтобы провести доказательство относительно производной 
Ф' Я ( Х *У>- -м-г), мы рассматриваем функцию 


©(г) = Ф(а, Ь,.. ,,г), (6) 

которую получим, полагая в данной функции Ф{х , у ,... , г) х — а % 
у = Ь ,... и оставляя переменным только г . Из (2) при А = А = 0 


имеем 

Следовательно, 


Ф(а, А,..., с) ^ Ф(а, А ,..с + /). 
ю(с) (о (с + О* 


Видим, что с — точка максимума для ю(г), а потому <*/(*) в точке 
с или равна нулю или прерывна, т. е. Ф^(а, А,..., с) = 0 или прерывна. 

Итак, в точке (а, А,..., с) все частные производные равны нулю 
и прерывны. 

Теорема доказана для случая, когда ( а , А,.. .,с) — точка максимума. Но 
если она точка минимума, то все доказательство остается в силе. Надо 
только во (2) й дальше вместо знака ^ поставить зніак Следовательно, 
теорема окончательно доказана. Согласно ей мы устанавливаем 

Правило . Чтобы найти внутренние максимумы и минимумы 
функции Ф(х,у,...,г), приравниваем нулю все ее частные произ¬ 
водные. Получаем систему уравнений 

ф; = 0, ф; = 0,..., Ф = 0, (2) 


число которых равно числу неизвестных. Решив эти уравнения, мы 
получим систему точек. Присоединив к ней все точки, в которых 
хоть одна производная прерывна, мы найдем все те точки, в кото¬ 
рых функция может иметь внутренний максимум или минимум. 
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Но, конечно, из теоремы не следует, что всякое решение уравнений 
(2) необходимо дает максимум или минимум, будет ли какое-нибудь 
решение эіих уравнений максимумом или оно будет минимумом, или, 
наконец, ни тем, ни другим,— на это надо искать ответ в совокупности 
всех остальных условий всякой конкретно данной задачи. 


Примеры. 1. Решим такую затачу: какими должны быть ребра х, у, г 
прямоугольного параллелепипеда, чтобы объем его был наибольшим при условии, 
что сумма длин всех ребер рагна данной величине /. 

Обозначая через ѵ объем параллелепипеда, имеем 


причем 


ѵ = х-уг, 
х+у+г=1. 


Следовательно, мы должны найти максимумы и минимумы функции двух 
переменных: 

п = ху(/— х— у). (1) 


Приравнивая нулю ее производные, получаем уравнения: 

ху = у(1-х — у), (2) 

ху=х(1-х—у). (3) 


Уравнению (2) удовлетворяет у = 0; тогда (3) обращается в х(/—х) = 0, 
откуда 

х=0, или х = /. 


Следовательно, получаем две системы решений: 

1)* = 0, у = 0; 2)х=/, у = 0. 

Уравнению (3) удовлетворяет х=0; тогда (2) обращается ву(/—у) = 0, от¬ 
куда 

■Ѵ = 0, 

или 

Получаем еще две системы решений: 

1) дг = 0, у = 0; 2) х = 0; у=/, 

из которых первую получаем второй раз. 

Если х=р0 иу^О, то, сокращая (2) и (3) на х и у, имеем 

X / — X — у, У — / — X — у« 


Решая, найдем х=у = . 

Таким образом уравнения (2) и (3) имеют четыре системы решений: 

1)*=0, 2)х =/, 3)* = 0. 4)х=і-, 

^ = 0, ^=0, у = 1, ■У = у* (4) 

Заключаем: только эти точки могут быть максимумами или минимумами 
функции (1). 

Если задача заключается только в нахождении максимумов и минимумов 
функции (1), то наш метод не дает возможности заключить, какие из четырех 
решений будут максимумами, какие минимумами, какие ни тем, ни другим. 
Но в нашей задаче ѵ — объем. Поэтому решения, которые дают для какого-нибудь 
ребра значение, равное нулю, естественно, отпадают, так как в этом случае 
параллелепипед исчезает. Остается одно решение: 

/ 

* = у = т . 
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Только при этих значениях объем параллелепипеда может быть максимальным, 
и так как геометрически очевидно, что он должен иметь максимальное значение, 
то и заключаем, что он его имеет при 

х=у = г = ^. 


т. е. имеет его тогда, когда обращается в куб. 

2. Найти максимумы и минимумы для функции 

ѵ ^ху_(а-2ху) 

х+у 


(5) 


Вычисляем производные. Из них вычисляем только ѵ х , а ѵ у пишем по симмет¬ 
рии. 

Имеем 

'_ у*(а — 2х* — 4 ху) > _ х*(а — 2у % — 4ху) 

Ѵ *~ 2(хі -у)* ’ Ѵ у~ 2(х+у)і • 


( 6 ) 


Обе производные обращаются в со, если 

х+У = 0. (7) 

Но в таком случае и ѵ обращается в сю. Следовательно, решения (7) отпа¬ 
дают. Приравниваем нулю частные производные. Получаем уравнения 

у*(а-2х* — 4лу) = 0, 

л а (а — 2у* — 4 ху) — 0. (8> 

Первое удовлетворяется при у — 0. Тогда второе дает лс = 0. Но если л: = ,у = 0, 
то из (5) следует неопределенное значение для ѵ. Поэтому решения х^у — О 
отбрасываем. Предполагая х и у не равными нулю и сокращая на них, получаем 
из (8) 

2х а + 4ху—а, (9) 

2уЪ + 4ку=; а. (10> 

Вычитая, найдем 

**=Л 

откуда или 

:ѵ = *, (П) 

или 

У = -х- (12) 

Но если возьмем (12), то из (5) получаем ѵ=оо, а потому (12) отбрасываем. 
Остается только (11), при котором (9) и (10) дают 6х а = д, откуда 


х ~ у /6 * 


(13) 


Мы имеем право утверждать только то, что функция ѵ может иметь максимум 
пли минимум только в точке 

х = у = + у Г (14) 
или в точке _ 

* = У = -у Г (15) 

Больше ничего сказать мы не можем. 

3. Решим задачу. Построить прямоугольный ящик так, чтобы 
объем его был наибольшим, а вся поверхность его была 
равна данной площади а . 

Мы можем предположить, что ящик мы хотим обклеить, например, клеенкой, 
которой в нашем распоряжении ограниченное количество, а именно вся площадь 
ее равна а. 

Пусть ѵ , х, у % г — объем и ребра ящика. 
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Имеем 

ѵ^хуг, (16) 

2 ху + 2 уг + Чгх — а . (17) 

Определяя г из (17) и вставляя в (16), получим 

ху{ а-1х у) 

2 (х + у) • < 18> 

Надо найти, при каких значениях для ди у будем иметь для ѵ максимум. Но 
это функция (5). Согласно (14) и (15) она может иметь максимум только при 

х = у = -/і- 

По смыслу задачи отрицательные решения отпадают. Следовательно, так как 
ящик должен иметь наибольший объем при некоторых значениях для х и у, то 
он его будет иметь, когда _ 

у- ( 19 ) 

Тогда из (17) г= + . Ящик должен быть кубом, ребра которого равны 


/ 1 - 


Его объем равен 


аУ а 

буПГ 


Изменим немного задачу. Пусть требуется обклеить только дно и бока, без 
крышки. Тогда будем иметь, считая высотой г: 


Исключая г, находим 


Переписав так: 


ѵ = хуг, ху + 2 уг + 2гх — а. 

ху(а-ху) 

“ 2 [х+у) ’ 

А _ ху{2а — 2ху) 


в правой части опять имеем функцию (5), только с заменой а на 2а. Поэтому 
согласно (14) заключаем, что наибольший объем ящик будет иметь при 




Он теперь не будет кубом, потому что теперь из (21) г = ^ І0 объем 

равен ——, т, е, в V 2 раз больше, чем в первом случае. 

6/3 

Изменим еще раз задачу. Пусть требуется обклеить только бока. Имеем 
ѵ — хуг, 2уг + 2гх = а , 

. ѵ= 2^Т7)’ < 24 > 

ѵ х =— ^ , (25) 

Приравнивая ѵ х и ѵ у нулю, получим только решения х = уг = 0. Но при 
этих значениях объем и производные принимают неопределенный вид. Следова¬ 
тельно, нет таких х и у, при которых ѵ имеет максимум. И действительно, из 
(24) имеем 


і=і(і+іѵ 

ѵ а \ х 1 у) 
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Теперь ясно: чем больше мы будем брать хну, тем больше будет ѵ, а г из 
(24) будет тем меньше. 

Следовательно, чем длиннее и шире, но в то же время соответственно ниже 
будем брать ящик, тем можем получать объем ѵ все больше и больше. Но наи¬ 
большего значения в условиях задачи для ѵ нет. 


$ 135. Знак квадратного многочлена. 

Зная, что точками максимума и минимума функции Ф,х, у, .. г) могут 
быть только те точки, координаты которых удовлетворяют уравнениям 




дФ 

дг 


О, 


( 1 ) 


мы естественно должны теперь перейти к решению задачи о нахождении призна¬ 
ков, по которым о каждом корне системы (1) можно судить, будет ли он действи¬ 
тельно соответствовать точке максимума или минимума. Но ѳта задача для функ¬ 
ции многих переменных оказывается чрезвычайно сложной. Мы здесь рассмотрим 
ее только для функции двух переменных. Для этого предварительно мы должны 
решить следующую задачу: исследовать, какого знака могут быть значения квад¬ 
ратного трехчлена 

у = Ах*+ 2 Вх + С (2) 


при различных значениях переменного х. Лля этой пели рассмотрим ту кривую, 
которой изображается функция <2). Легко видеть, что это парабола. Действительна, 
равенство (2) можно переписать в такой форме: 

,=л(*чп*,)+с=л(х+‘)'+с-%. 

Если мы теперь положим 2 

х = -± + Х, у=С-*+Ѵ, (3) 

то получим 

У^АХ\ ( 4 ) 


Но преобразование (3) соответствует переносу начала координат в точку 


(- 




Уравнение же (4) есть уравнений параболы, ось которой параллельна оси У 
и которая вогнута в сторону положительного направления оси У, если Л>0, и 
в сторону отрицательного направления, если А < 0 (черт. 86 и 87). Итак, 
квадратный трехчлен 

у = Ах*+2Вх + С (2) 

изображается параболой с осью, параллельной оси У и вогнутой или вверх 
или вниз в зависимости от знака коэфициента А. 

Заметив это, найдем точки пересечения параболы (2) с осью У . 

Для этих точек у = 0, а потому их абсциссы будут корнями уравнения 

Ах* + 2Вх + С = 0. (2) 

Обозначая их через а и имеем 

— В+Ѵ &-АС , -В—Ѵ В 1 -АС ,,, 

в =- А -’ Р = - А - ; ( ) 

подкоренное число . _ 

0:^В*—АС 

называется дискриминантом многочлена (2). Этот дискриминант может быть или 
положительным, или отрицательным, или равным нулю. Рассмотрим каждый из 
этих случаев отдельно. 
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Случай 1. В 2 — АС > 0. В этом случае корни уравнения (2) действительны. 
Следовательно, парабола пересекает ось X а двух точках. Смотря по тому, 
будет ли она вогнута вниз или вверх, мы будем иметь или чертеж 86, или чертеж 87. 
В том и другом случае она частью лежит выше оси X частью ниже, а потому для 
одних ее точек у полежителен, а для других отрицателен. Заключаем: если 
Ь 2 — 4/4С>0, то многочлен (1) для различных значений х может принимать как 
положительные, так и отрицательные значения. 




Черт. 87. 


Случай 2. В 2 —ЛС<0. В этом случае корни а и ? уравнения (2) мнимы» 
а потому парабола фактически не пересекает оси X. Следовательно, она вся 
лежит или выше оси X (черт. 88) или ниже оси X (черт. 89). В первом 
случае у всегда положителен, во втором же случае всегда отрицателен. Поэтому 
Мш скажем, что если В 2 — ЛС<0, то многочлен 

у ~ Ах$ 2 Вх -}- С (4) 


при всяком х сохраняет один и тот же знак, т. е. все его значения или только 
положительны, или только отрицательны. При этом еще отмеіим, что он не может 
обращаться в нуль, так как парабола не пересекает оси Л 1 


X 

Черт. 88. Черт. 89. 

Что касается вопроса, какой же именно знак имеют значения многочлена» 
то, полагая х = 0, найдем у=С . Следовательно, при х = 0 многочлен имеет 
знак, одинаковый со знаком коэфициента С, а так как у всегда или только по¬ 
ложителен, или только отрицателен, то и все значения многочлена — одного знака 
с коэфициентом С. Заметим также, что если, как в нашем случае, 

В 2 — АС<0,[ (5) 

то А и С необходимо одного знака, потому что если бы они были разных знаков, 
то произведение АС было бы отрицательно, а сотому левая часть неравенства 
(5) была бы положительной. Принимая же это во внимание, мы окончательно 
скажем, что если В 2 — АС < 0, то многочлен (4) всегда сохраняет один и тот 
же знак, одинаковый со знаком коэфициентов А и С. Особо отметим, что в 
нуль он обращаться не мгжет. 

Случай 3. В 2 — і 4С = 0. В этом случае корни многочлена равны: а = р, 
и так как всегда 

то у=А(х — «)(дг — ?), 

у — А(х — а)*. 

Ясно теперь, что у не может менять знака. Знак его всегда одинаков со знаком 
коэфициента Л, но в отличие от второго случая сн обращается в нуль при 
лг = а. 

Сводя все изложенное в одно, мы видим, что 
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квадратный многочлен 


у = Ах*+2Вх + С , (1) 

если /1 а — 4ДС>0, может принимать как положительные, так и отрицатель¬ 
ные значения» 

Если # а — 4АС<0, то многочлен всегда сохраняет один и тот же знак, 
одинаковый со знаком коэфициентов А и С, причем он не может обра¬ 
щаться в нуль ни при каких значениях х . 

Наконец, если В* — 4ДС=зО, то хотя многочлен не может менять знака, 
но он может обращаться в нуль. 

Добавим теперь следующее: так как мы предполагали, чт имеем квадратный 
трехчлен (1), то тем самым мы неявно предполагали, что Аф 0. Для дальнейшего 
важно отметить, что наши заключения остаются в силе и тогда, когда Л = 0 и 
когда наш многочлен фактически обратится в линейный многочлен 

у=2Вх + С. (6) 

Действительно, в этом случае дискриминант В 1 — АС обращается в В а , т. е. 
он положителен. В то же время уравнение (6) есть уравнение прямой, которая 
необходимо пересекает ось Х,а потому у может принимать как положительные, 
так и отрицательные аначения. Мы видим, что этот случай подходит под первый, 
когда В* — ЛС>0. 


§ 136. Признаки максимумов и минимумов для функции двух переменных. 
Поставим такую задачу: дана функция 

*=/(*» У) 

двух переменных и точка Р(д. Ь\ лежащая в области непрерывности этой функ¬ 
ции. Найти признаки, по которым можно было бы решить, будет ли точка Р для 
функции /(дг, у) точкой максимума, или точкой минимума, или ни тем, ни другим. 

Эту задачу мы решим, сводя ее к соответствующей задаче относительно 
функции одного переменного. При этом будем предполагать, что в рассматри¬ 
ваемой области непрерывны не только сама функция /(*, у), но также и все ее 
производные первого и второго порядка. 

Через точку Р можно провести бесчисленное 
множество кривых. Из них будем рассматривать только 
те, для которых в области точки Р ордината является 
однозначной функцией абсциссы. Пусть АВ - одна из 
таких кривых (черт. 90) и пусть для н.-е 

У = *(*)-. ( 1 ) 

Мы будем говорить, что данную функцию 

*=/<*, У) (2) 

мы рассматриваем на кривой АВ , если мы ппинимаем во внимание ее значения 
только в тех точках ( х , у), которые лежат на этой кривой. Очевидно, что пока 
мы рассматриваем функцию (2) только на кривой АВ , то у = у(х), а потому г 
уже является некоторой функцией только одного х. Обозначим эту функцию 
через «(-(л;). Следовательно, 

4>(*) =*/(*. У). где у = ч(х). (3) 

Если Р — точка максимума для функции /(дг, у), то значение этой функции в 
точке Р больше всех смежных с ним значений или равно им, а потону 

*)= Я*. У» (4) 

для всякой точки (дг, у), если только эта точка лежит достаточно близко к Р. 
Если же, кроме того, точка (дг, у) будет лежать и на кривой АВ , то соотноше¬ 
ние (4) обратится в соотношение 

(5) 

которое показывает, что точка Р будет точкой максимума и для'функции ф(дс). 
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Черт. 90. 



Обратно, предположим, что какую бы кривую АВ мы ни взяли , точка Р 
будет точкой максимума для функции ф(^). Тогда мы будем иметь (5), а потому 
и (4), если только точка ( х , у) лежит на кривой АВ достаточно близко к Р. Но 
так как эту кривую по предположению мы можем взять как угодно, то, следо¬ 
вательно, неравенство (4) будет иметь место для всех точек \х, у), достаточно 
близких к Р, а потому точка Р будет точкой максимума и дли функции /(х , у). 

Таким образом, оказывается, что если точка Р есть точка максимума для 
функции /( х , у) у то она будет точкой максимума и для функции <[<(*), какую бы 
мы ни взяли кривую АВ. Обратно, если для всякой криюй АВ точка Р есть 
точка максимума для функции ф(лг), то она будет точкой максимума и для функ¬ 
ции /(Ху у). 

Меняя в (4) и (5) знак > на знак <, мы получим подобное же заключение 
и для случая минимума. Мы видим, что для тогОу чтобы, точка Р(а , Ь) была 
точкой максимума ( минимума) данной функции /\,х, у), необлодимо и доста¬ 
точноу чтобы она была ею для функции ф(дг) = /(*, у ), рассматриваемой на 
любой кривой АВ % проходящей через точку Р . 

Теперь уже нетрудно вадачу для функции двух переменных свести к задаче 
для функции одного переменного. Рассуждаем так. 

Проводим через точку Р(а, Ь) произвольную кривую АВ , для которой 

У = ?(*). (6> 

и рассматриваем функцию 

'И*) = /(*. .у), У = ?(*)• <7> 


Если окажется, что функция ф(дг) имеет в точке Р, т. е. при х-=а> максимум 
(минимум), какова бы ни была взятая кривая АВ % то эта точка Р будет точкой 
максимума (минимума) и для функции ./(*, у). Если же точка Р для функции 
<[»(*) может быть то точкой максимума, то точкой минимума в зависимости от того,, 
какую кривую АВ мы взяли, то эта точка не будет для функции /(х % у) ни точ¬ 
кой максимума, ни точкой минимума. 

Поэтому ищем условия, при которых точка Р будет точкой максимума или 
минимума для функции <К*). Для этого вычисляем ее первую и вторую производ¬ 
ные. Из (7) имеем 

д/ д/ 

+ < 8 > 


ду' 

<Э«/ <Э»/ М 0 д/ 

І"Ы = — -|-2-^-У Ч —- У* 4- —У'. 
ѵ ѵ 1 дх> дхду у ^ду* у ^ ду у 


( 9 > 


Чтобы функция $(х) имела в точке х — а или максимум или минимум, необхо¬ 
димо иметь 

+'<«) = 0. 

Будем значения производных 

. к У Ф Ф 

’ дх ’ ду’ дх* ’" ’ ’ ду * 

в точке Р обозначать так: 



Полагая в (8) лг = а, получаем уравнение 

как необходимое условие, чтобы точка Р была точкой экстремума. Это уравне¬ 
ние должно иметь место для всякой кривой АВ. Но у$ есть тангенс угла наклона 
касательной к кривой АВ в точке Р. Так как всегда можно провести эту кривую 
АВ так, чтобы касательная к ней в точке Р была наклонена под любым наперед 
заданным углом» то у^ может иметь любое значение. Следовательно, уравнение (10) 
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должно иметь место при всяком у 0 , что возможно только при условии, что 

(^)о = 0, Ш,^ 0 ' (11) 

Получаем знакомую теорему: чтобы точка Р была точкой экстре¬ 
мума функции /(х, у\ необходимо, чтобы ее частные произ¬ 
водные в этой точке обращались в нуль. 

Предположим же, что равенства (11) имеют место. Тогда из (8) и (9) получаем 


<|/(а) = 0, 


^ а) -(Е) 0 + 2 (ЙІ)/о + 



( 12 ) 


а потому точка Р будет точкой максимума, если 

Ѵ\ а ) < о 


для всякой кривой АВ, т. е. для всякого у$\ она будет точкой минимума, если 

Ш > О 

дл і всякого у 0 . Положим для сокращения письма 
л — дхду' Оу*' 


Обозначая значения этих производных в точке Р через Л 0 , В 9 , С 0 , из (12) имеем 
У 1 (а) = А 9 + 2 ВъУф 4- С<^у 0 а . (13) 

В правой части стоит квадратный многочлен относительно переменного у 0 , которое 
может принимать любое значение, а потому наша задача свелась к задаче об 
определении знака этого мно іочлена. Пусть Д> — его дискриминант: 

А> “ В^ — А 9 С 9 . 

Мы знаем (стр. 236), что если В 9 > 0, то в зависимости от выбора значения для 
у 0 многочлен может принимать как положительные значения, так и отрицатель¬ 
ные. Следовательно, для некоторых кривых АВ функция $( х) в точке Р будет 
иметь максимум, а для некоторых минимум. Заключаем, что если 10 

функция /(х, у) не имеет в точке Р ни максимума, ни минимума. 

Пусть теперь < 0. Вы видели, что в таком случае многочлен (13) сохра¬ 
няет при всякому один н тот ч же внак, одинаковый со знаком А 9 и С 0 , Поэтому 
если А 0 и Со положительны, то 

Ш>0 

для всякой кривой АВ, а потому точка Р есть точка минимума для функции 
ф(х), какую мы бы ни взяли кривую АВ, Следовательно, она будет точкой мини¬ 
мума и для функции /(. х , у). 

Если же А, и С 0 отрицательны, то 

Ш< о 

для всякой кривой АВ , а потому точка Р будет точкой максимума и для функции 
/(х, у). Итак, если О 0 < 0, то точка Р в зависимости от общего знака коэфи- 
циентов й 0 и Со будет точкой или максимума или минимума для функции 
Дх, у). 

Остается последний случай, когда = В этом случае многочлен (13) 
хотя вообще сохраняет свой знак, но может при некотором значении для у ^ об¬ 
ращаться в нуль. Для соответствующей кривой будем иметь 

*'(<!) = 0. 

и вопрос, будет ли точка Р точкой экстремума для функции $(х), а потому тот 
же вопрос относительно точки Р для функции /(х, у) остается открытым. Это 
так называемый сомнительный случай. 
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Сводя все изложенное, получаем теорему: 

В точках максимума и минимума функции Дх, у) ее первые частные про¬ 


изводные равны нулю. 

Если Я— точка, координаты которой удовлетворяют уравнениям 

дх~ ѵ 'ду ѵ< 


то чтобы узнать, какой именно точкой будет эта точка Я, надо вычислить 
значения в этой точке производных 


А 


д1 1 г- д *1 

дх *’ а — дхду . с —аул 


и составить выражение 


В = В*-АС. 


Если 0<О, то точка Я будет точкой максимума, если А и С отрицательны, 
и точкой минимума, если А и С положительны. 

Если 0>О, то точка Я не может быть ни точкой максимума, ни точ¬ 
кой минимума. 

Если 0 = 0, то о характере точки Я ничего нельзя сказать. Это так 
называемый сомнительный случай. 

Решим, например, такую задачу: найти максимум и минимум для функции 

/(X, у) = ху(х-\-у—1). (I) 

Имеем 

д/ д/ 

^-=2 ху + і*-у, ^ = *і + 2лгу-л (2) 


Приравнивая эти производные нулю, получаем уравнения 

У ( 2 * + У — 1 ) = 0 . ( 3 ) 

х{х + 2у — 1)=0. (0 

Из (3) находим или у — 0, или у = I — 2х. 

Если примем у = 0, то из (4) найдем: х = 0 или 1. 

Если же примем .у = 1— 2х, то найдем: или х = 0 или х = ; при х = 0 

1 1 

будем иметь у — Г, если же х = ~ % то и у — • 

В результате видим, что уравнения (3) и (4) имеют следующие системы ре¬ 
шений: 

1) х = 0, у = 0; 2) х=: 1, у = 0; 3) дг = 0, у = 1; 4) х = у = ^. 

Чтобы узнать, какие из них дают максимумы или минимумы, вычисляем вторые 
производные. Имеем 

с>9/ д*/ 

в =Гхі= 2{ * +у) - 1 ' с ^= 2 *- 

Составляем выражение 

0 = — АС = (2х + 2у-\)*-4ху. 


15) 


Если примем лг = у = 0, то Г> = 1 >0; нет ни максимума, ни минимума. 

Если х=1,у = 0,то /) = 1 >0; нет ын максимума, ии минимума. 

13 * 2 

Если х - у = ^ у то 0 = — -д <0, и так как при этом А=С = > 0,то имеем 

минимум. 

Заключаем: функция (1) имеет только один минимум в точке *= в у = *д ; 
максимумов не имеет. 

§ 137. Заключение. 


В точках внутренних максимумов и минимумов функции первые 
ее частные производные, если они непрерывны, равны нулю. 



ГЛАВА ДЕВЯТНАДЦАТАЯ 


ПОЛНЫЙ ДИФЕРЕНЦИАЛ. 

Как для функций одного переменного, так и для функций многих 
переменных мы можем ввести понятие диференциала; но для функций 
многих переменных мы имеем не один, а два диференциала, частный и 
полный. 

§ 138. Частный диференциал. 

Если Ф(х, у, ... , г) — функция многих переменных, то произведение 


называется частным ее днференциалом по х . Произведение 



есть частный ее диференциал но у, и т. д. Вообще 

частным днференциалом от функции нескольких независимых 
переменных по какому-нибудь независимому переменному называется 
произведение частной производной, взятой по этому независимому 
переменному, на произвольное приращение того же независимого 
переменного. 

Для обозначения частных диференциалов пользуются буквой <1 % кото¬ 
рую помещают перед той функцией, диференциал которой рассматривается. 
Внизу же этой буквы, справа, помещают в виде индекса символ того 
переменного, по которому берется частный диференциал. Таким образом, 
если мы имеем функцию 

Ѵ=Ф(х г у 9 


нескольких переменных х, у, и, то ее частные диференциалы 

обозначатся так: 


іі х ѵ> а/ѵ, а 9 \ р,..., а х \ѵ, 

или так 

<*х Ф ' а у Ф ' Ф » • • • ’ **и Ф > 


причем согласно определению 

_ дѴР А дФ . 

— \х =— Д*, 
* бх ох 


дЧ7 4 дФ . 

16 Диференциальнос исчисление. 


, дІГ л дФ' 

й — Дг = —- Дг, 

* дг дг 


„ «г/ №. дФ. 

й -г~ Ди=— - Ди. 
* ди ди 
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С частными диференциалами приходится встречаться довольно редко, 
и наоборот — постоянно приходится иметь дело с полными диференциалами. 


§ 139. Полный диференциал. 

Пусть имеем функцию двух переменных 

*=/(*, у). 


непрерывную вместе с ее частными производными. 

Если хи у получают приращения к и к % то 

&*=/(* + Ь У+ *)—/(*> у). (1) 


Правую часть легко преобразовать. Ра сматривая на время х % у, к и к как про¬ 
извольные постоянные, введем такую вспомогательную функцию нового перемен¬ 
ного і : 


Ясно, что 


*(•)=/(■* + А .У + А). +(0) = /(х, у). 


( 2 ) 


а потому равенство (I) можно переписать так: 

**=*<!)-+<0). 


Применяя же к правой части теорему Лагранжа, получим 

= 0 < в < 1. 


( 3 ) 

Вычислим производную {>'(0. Для удобства вычисления введем такие обозначения: 

(4> 


д/(х,у) „ д/{х,у) , , х 

- =А № >), —г::— =/* (-*. у) 


дх 


и положим на время 


Тогда (2) перепишется так: 


Оу 

и-=х + кі , ѵ=у + Ы. 


Ф(0 =/(“. V). 

где и и ѵ — функции і У определенные равенствами (4'). Имеем 

Но из (4 Г ) 


д/(и, ѵ) 4и_ д/(и } ѵ) <іѵ 

ди 41 дѵ 4і 


йи . 4ѵ . 

лі ~ н ' аг~ к ' 


(4') 


а потому, пользуясь обозначениями (4), имеем 


Ф'(*) = Л/і {и,ѵ) + к/ % {и,ѵ), 
или 

= Ѵі (х + Ыу + кі) +. (х + Ы,у + кі). 


Заменяя здесь і через 9, из (3) получаем 

А* = V, (х + к*, у + кЬ) + кЬ (х +М,у + М). 

Это равенство справедливо при всяких к и к. Но если мы предположим, 
к и к бесконечно умаляются, то ясно, что 

Ига/, (х + А», у + А9) =/,(*, .у), Ига к (х + А в,у + *9) =/,(* ,у). 


Поэтому, если до 


перехода к пределу мы положим, что 

Ш + Ь\,У + Щ =/* (х,у) + 8„ 
к (X + А 9,у + Ав) =/, (х,у) + «„ 


(5) 

ЧТО 


(6) 
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то е § и е 2 будут величины, бесконечно умаляющиеся. Теперь (5) перепишется 
так: 


и. 


дх 


Л + 



е 4 Л + е а *, 


где и с» бесконечно умаляются, если умаляются Ли к, а поэтому если к н к 
бесконечно малы, то слагаемое 


д 1и, д 1 Ь 

дх ду 


(7) 


является главной частью приращения функции. 

Так, естественно, мы приводим к рассмотрению выражения (7), нли, при 
других обоз ачениях, выражения 


д 1 

дх 


д/ 

1х + ~Г 1 У- 
ду 


Это выражение называется полным диференциалом функции. 

То, что сказано о функциях двух переменных, может быть легко распростра¬ 
нено и на функции любого числа переменных, что естественно и приводит к 
понятию полного диференциала. 


Определение . Полным диференциалом функции многих независи¬ 
мых переменных называется сумма всех произведений, которые 
получим, если каждую частную производную функции умножим на 
произвольное приращение того независимого переменного, по кото¬ 
рому берется эта производная» 

Для обозначения полного диференциала употребляют букву которая 
ставится перед той функцией, от которой берется диференциал. 

Следовательно, если Ф(лг, у, г, ... , и) — данная функция независимых 
переменных, то по определению 


дФ . . дФ к , дФ . 

<*Ф = — Лх + Ду+д- Лг 4- 
дх ' ду * 1 дг 


.дФ 

. — Ли. 

1 ди 


0) 


Если же мы вспомним, что по определению частных диференциалов 
имеют место равенства: 


дФ дФ л 

а Ф=-~ Лх, а ф =-- Лу } 
* дх _ ду 


дФ 


то равенство (1) можно переписать в таком виде: 

йФ=а х Ф+а у г +а г Ф+ ... +<* и Ф, 

что дает теорему: 

Полный диференциал функции равен сумме всех частных ее ди¬ 
ференциалов. 

Обыкновенно для сокращения речи прилагательное „полный* опускают 
н говорят просто „диференциал*. Но прилагательное „частный* никогда 
не опускают. Следовательно, в теории функций многих переменных, 
выражение „диференциал” всегда значит „полный диференциал*. 
Возьмем основное равенство (1): 


... <?Ф . дФ. , дФ . дФ , 

йФ = -— Д* + — ДуН-Дг+ ... + — Д«. 

дх ду 'ог ди 


(’) 


16 * 
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Заменим в нем произвольную функцию Ф независимым переменным 
х. Частная производная от х по х равна единице, остальные же про¬ 
изводные от х равны нулю. Поэтому равенство (1) обратится в такое: 

( іх ~ Ал:. 

Заменяя же в (1) последовательно Ф через у, г, ,.. , и, лггко 
убеждаемся, что 

Лу = А у у (Іг = кг, ... , (іи = Ди. 

Получаем теорему: 

Полный диференциал всякого независимого переменного есть не 
что иное, как приращение этого независимого переменного. 

Заменяя поэтому в (1) приращения независимых переменных их 
полными диференциалами, получаем новую теорему. 

Диференциал функции равен сумме всех тех произведений, 
которые получаются, если каждую частную производную умножить 
на диференциал соответствующего независимого переменного. Следо¬ 
вательно, всегда 




ди 


В правой части каждый из символов йх, йу , йг^ ... , сіи обозначает 
произвольное приращение соответствующего переменного, а потому 
каждый из этих символов есть символ переменной величины. Поэтому 
если п — число независимых переменных лг, у, г, ... , и, то в правой 
части мы имеем 2 п переменных, а именно: систему п данных независи¬ 
мых переменных 

х, у, г, , и 

и систему их приращений 

йх, йу , йг, ... , йи, 

каждое нз которых есть тоже независимое. Счедозательно, 

полный диференциал от функции п независимых переменных 
есть функция 2п независимых переменных. 

Если 


\Р=Ф(лг, у, г, ... , и) 

— данная функция, то, употребляя различные обозначения для частных 
производных, мы можем представить полный диференциал в следующих 
формах: 


* Ф = ^ ^ ^ + йі ^ ‘+ й^“' 

4Ф=. Ф’ х йх + Ф’ у 4у -\-Ф' г <іг + ... + Ф' и Ли, 

, ЙГ, . ЙГ . . . ЙГ . 

а *—дГ* х+ а? + +дя* и ' 

ѴР^х + ѴР' у <іу-\- %4г-\- ... + ѴР' п аи. 
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Пусть, например, 


и 


X - у* 
у-х*‘ 


Рассматривая у как произвольное постоянное, найдем 

ди у — х* + 2\* — 2 ху* 
дх~~ (у — х*)ч 


Рассматривая же х как постоянное, получим 

ди 2 ух? — у* — х 


а потому 


ду (у — х?)* 


. — ** + 2д* — 2ху* 

(У — Х*р 


ах + 


2 ух* у* — х 
(У — **)* 


йу. 


Пусть Ф'х , у, х )—функция трех переменных. Каждая ее частная производная 
есть тоже функция тех же переменных, а по і ому от каждой частной производной 
можно взять полный диференциал. Легко видеть, что 


дФ д*Ф 

й — =- йх - 

дх ад* 


а*Ф з*ф 

- йх 4-- йх» 

дудх Г дхдх ’ 


й 


дФ 

ду 


д Ф д*Ф . а*Ф л 

йх + Т7 &У + Г"г4У- 
дхду ду 3 дудх 


§ 140. Основное свойство диференциала. 


Введя понятие о полном диференциале, мы перейдем теперь к дока¬ 
зательству теоремы, которую можно назвать основной теоремой не 
толы, о в теории полного диференциала, но и в теории всего дифе- 
ренциального исчисления, потому что с одной стороны в ней заключа¬ 
ются как частные случаи почти все доказанные до сих пор теоремы, а 
с другой стороны потому, что из нее легко вытекает вся теория полного 
диференциала, причем, благодаря ей, в значительной степени выясняется 
то значение, которое имеет понятие о диференциале в различных при¬ 
ложениях анализа. 

Пу:ть ѴР— функция нескольких аргументов лг, у, .. . , г: 

ѴГ=Ф(х % у, . • *), 

причем каждый аргумент ее в свою очередь есть функция системы неза¬ 
висимых переменных 2, 7 ), ... , С, а именно пусть 

* = •••»0» -ѵ— ф(«. »і . 9, •••. *=•($.ч« ••• О- 


В таком случае мы можем рассматривать № как функцию перемен¬ 
ных 5, у, ... , С. 

Спрашивается, чему равен при такой точке зрения полный диференциал 
от № 


Решение этой задачи не представляет никаких теоретических затруд¬ 
нений. Обозначая символами 

ДЕ, Ді], .... ДС 


произвольные приращения новых независимых переменных 5, С и. 

рассматривая IV как функцию их, мы имеем согласно определению пол¬ 
ного диференциала 




&Г, 


0ч 


(1) 
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и нам остается только вычислить частные производные 

дѴГ дѴР Ш 

.а; ' 

Мы их вычислим, применяя теорему о производной функции от функции* 
согласно которой имеем равенства (см. § 121) 

дѴР дѴРдх дѴ'ду . дТдг .* 

Я ~ дх ду аГ +, ' ,+ дгді 45 

дѴГ_^д\ V дх дѴРду . дІГдд . 

Л) дх дц' ду дц'" ’дг дц ^ 


дѴР_дѴГдх дѴРду . д\Ѵдг 

~ дх ду + дг ОС 4 ” 

Помножив эти равенства соответственно на Л; Д^,..., ДС, складываем 
их, причем члены правой части складываем, группируя их по столбцам. 
Согласно (1) имеем 

дѴР/дх.* , дх. , . дх ѣ ,\ , 

Л, “»(г к +^ + -+« 1: )+ 

^ ду\ді ' дті ‘ ' ді ) 1 (2) 


, д^ (дг.* . дг. , , дг \ 

+ 5 ги 46 + а| 4 ’ + -+«г«)* 


и выражение для найдено; но оно очень сложного вида. И вот ока¬ 
зывается,— и этот результат является одним из замечательнейших фак¬ 
тов анализа, — что выражение (2) можно представить в чрезвычайно 
простой форме, если принять во внимание, что каждый из аргументов 

.У> * • •, г 

в данном случае есть функция новых переменных 


а потому от каждого аргумента можно взять полный диференциал по 
новым переменным. Согласно определению полного диференциала имеем: 

^=^д5+^дт і + ...-н|'д: (3) 


246 






Всматриваясь в эти равенства, мы видим, что правые части их равны 
как раз тем выражениям, которые стоят в скобках в равенстве (2). По¬ 
этому равенство (2) можно переписать в следующей чрезвычайно сжатой 
и простой форме: 


дѴ . . дѴГ. , . дѴГ . 


(4) 


или в такой: 


дФ ; I <*Ф. і . дФ . 
™ = -& аХ +-Ъ аУ + * * а ^ 


дг 


(4') 


Совершенно неожиданно мы получили для (і\Ѵ такое же выражение, ка¬ 
кое имели в том случае, когда аргументы служили независимыми пере¬ 
менными. Это дает нам следующую замечательную теорему: 

Будут лн аргументы функции независимыми переменными или 
функциями какой-нибудь системы независимых переменных, всегда 
полный диференциал функции равен сумме всех тех произведений, 
которые получим, умножив каждую частную производную функ¬ 
ции на соответствующий диференциал аргумента. Следовательно, 
если 


то 


\Ѵ = Ф(х, у, д, 

дФ -» , дФ . , дФ . . , дФ . 

Л? + *■*’ + —+ ' ~ді (Ш 


(5) 


при всякой выборе независимых переменных. 

Обыкновенно эту теорему называют или теоремой о диференциале 
функции функций, или теоремой о диференциале сложной функции. 

Формула (5) обращает на себя внимание двумя особенностями: если 
независимыми переменными служат аргументы функции 

х, у, *»•••, я, 


то с помощью как раз этой формулы мы определяем понятие о полном 
диференциале функции; и вот оказывается, что та же самая формула 
имеет место и тогда, когда аргументы в свою очередь рассматриваются 
как функции некоторых других переменных, которые уже и принимаются 
за независимые. Правда, смотря по тому, являются ли аргументы незави¬ 
симыми переменными или функциями, в зависимости от этого меняется 
значение символов 

ах, йу, йг ,..., йи. 


фигурирующих в формуле (5). Эти символы есть символы произвольно 
взятых приращений аргументов в том случае, когда эти аргументы слу¬ 
жат независимыми переменными; напротив, как то ясно показывают ра¬ 
венства (3), эти символы являются символами очень сложных выражений, 
если аргументы функции рассматриваются как функции других перемен¬ 
ных. Таким образом, при всяком выборе независимых переменных сохра¬ 
няется форма равенства (5), но меняется смысл сходящих в нее 
символов. 

Вторая особенность равенства (5) заключается в том $ что но¬ 
вые переменные в нее явно не входят. 
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Вследствие этих-то двух особенностей доказанная теорема и имеет 
большое значение в приложениях анализа; благодаря ей мы можем пи¬ 
сать формулы, в которые входят днференциалы, не делая предварительно 
выбора независимых переменных, часто даже совершенно не думая о них. 

Так, например, пусть г — площадь треугольника АВС % основание которого — 
х , а высо а —у. Следовательно, 

но 

д ± —1 

дх 2 У' Оу 2 Х * 

а потому согласно определению полного диференциала 

аг=~у ах + -^хЛу. ( 6 ) 

Это равенство написано в предположении, что х и у служат независимыми 
переменными; но согласно доказанной теореме оно будет справедливо и тогда, 
когда х и у будут в свою очередь функциями каких угодно переменных. Так, 
например, предполагая, что треугольник сделан из какого-нибудь вещества, 
мы можем изучать, как изменяется площадь еі о с изменением температуры; тогда 
х и у мы можем рассматривать как функции одного переменного, именно тем¬ 
пературы. Или может быть поставлена такая задіча: мы можем предположив, 
что іри вершины треугольника есть три точки, положение каждой из которых 
определено в пространстве тремя координатами. С изменением этих координат, 
чясло которых равно девяти, будут меняться х и у\ следовательно, в этом слу¬ 
чае мы должны рассматривать хи у как функции девяти переменных. Несмотря 
на это равенство (6) все-гаки будет иметь место, и вообще оно будет имеіь 
место, функциями каких бы переменных ни были х и у и каково бы ни было 
число этих переменных. 


§ 141. Теоремы о полном диференциале. 


Опираясь на основную теорему, мы легко докажем все теоремы, от¬ 
носящиеся к полным диференцналам. 

Теорема. Полный диференциал постоянной величины равен нулю* 
Обратно, если диференциал функции тожественно равен нулю, то 
сама функция равна постоянной величине. 

Пусть С — постоянная величина. По определению диференциала имеем: 


^ дС , дС . дС . , дС ^ 
-г- йх+ а У+ т- •. .+-Т-а*. 
дх ду'дг ди 


Но каждая частная производная от постоянного равна нулю, а потому 

ас = о , 

и первая часть теоремы доказана. Нетрудно доказать и вторую часть. 
Пусть 

Ф(Х, у, г, и) 

— функция, полный диференциал которой равен нулю; следовательно» 
мы имеем равенство: 

Ф’ я <1х + ф’ у (1у + ф' я 4г + ... + <р я аи*=.0, ( 1 ) 

которое должно быть справедливо, как бы мы ни выбрали произволь¬ 
ные приращения аргументов сіх у Лу у Лг у ... , Ли . 
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Примем все эти приращения, кроме 4х, равными нулю; тогда ра¬ 
венство ( 1 ) обратится в 

ф 9 х йх = 0, 

что дает равенство 

Ф’ х = о. 

Полагая же в равенстве ( 1 ) все диференциалы независимых перемен¬ 
ных, кроме сіу, равными нулю, мы получим, что 

Ф' у = 0 . 

Поступая таким образом и дальше, мы приходим к заключению, что 
также 

Ф' я =о, ...,ф' а = о. 


Но функция, все частные производные которой равны нулю, равна 
постоянной величине. Следовательно, функция ф равна постоянной. 
Теорема доказана. 

Теорема . Диференциал алгебраической суммы равен сумме ди» 
ференциалов слагаемых. 

Пусть 

Д а И а 2> а я) = І а і± И 2іЬ а зіЬ • • • 


где и г , и 2 , и 3 ,. и я — функции каких угодно независимых переменных^ 
Согласно основной теореме мы имеем: 


<*/= лТГ * 4 -|- м *«■+■ 1г ' /и 8+- • •+ |г * и п- 


ди г 


ди- 


ди„ 


Но в данном случае очевидно, что 

?. в+ , м д ±- 

ди г — ’ди 2 ~ 'ди г 

а потому 


а 


± і* 


й ( 3 Ч Чз и г 3(3 и, +... Чз и п ) Чз йи^ + йи, 3(3 ди, Ч; • . • -(- ди я , 


и теорема доказана. 

Теорема. Для диференциала произведения и частного функций 
имеют место формулы 


.. . . . , а ѵіа — иФо 

й{иѵ) — ийѵ + ѵйа, Ф~- = -- 


где а и ѵ —какие угодно функции. 

Пусть /(и, ѵ) — произвольно взятая функция двух аргументов. По 
основной теореме имеем: 


а/(и, ѵ) 


ди ' оѵ 


0> 


где и и ѵ могут быть какими угодно функциями каких угодно незави¬ 
симых переменных. Полагаем, что 


В таком случае 


Ди, ѵ) = иѵ. 




( 2 ) 
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( 3 ) 


и мы получаем равенство: 

й ( иѵ ) = ѵйи 

которое дает теорему о полном диференциале произведения. 
Если же в равенстве (1) мы примем 


то 


а потому 


/о*.*)——. 


д/_±_ У = _ и 

ди ѵ ' до ѵ 2 ’ 

. и ѵЛи — и іѵ 
а — — -^-, 


(4) 


и мы получили формулу для диференциала частного. 

Теорема, Постоянный множитель можно выносить за знак ди¬ 
ференциала. 

Пусть С—постоянная величина. Имеем: 

Л(Си) — СЛи -|- иЛС ; 

но ЛС— 0, а потому 

Л(Си) = С<1и. 

Теорема. Какова бы ни была функция /(а), всегда 

Л/(и) =/'(«) Ли, (5) 


где и —какая угодно функция каких угодно независимых пере¬ 
менных. 

Это следует прямо из основной теоремы, потому что функция Ди) 
имеет только одну частную производную, а именно /(и). 

Заменяя же в равенстве (5) произвольную функцию /(и) различными 
элемелтарными функциями, мы получаем следующую теорему. 

Если и — функция любого числа переменных, то 

Ли т = ти т ~ г Ли й « = -1— 

1 С05 2 Ю 


<Пп|й]= — 
1 1 и 


Лсі%и = 


Ли 

$1п 2 и 


Ла" =а“1п а Ли 
Ле“ = е а Ли 
Л 8Іп и =+сое и Ли 
Л со5 и= — 5Іп« Ли 


,<іагс8Іп в = -|- 
</агссо5в = — 
Л агс и = - 

Л агс СІ& и = — 


Ли 

у/~ 1 — и 1 
Ли 

/1 —и- 
Ли 

1 + в 2 
Ли 

1 +и ! 
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Мы видим, что теоремы о полном диференциале вполне аналогичны 
теоремам о диференциале функции одного переменного. 

Таким образом, теоремы для полного диференциала по внешней форме 
совпадают с теоремами для простого диференциала. Но не мешает лиш¬ 
ний раз обратить внимание на то, что под этими простыми формулами 
скрываются чрезвычайно сложные идеи. 

Пусть, например: 

и = е*У* -Н зіп (дг + у) + г, ѵ =■ \п (х 4-у* — 2 »). 

'Ьгда 

сіи = [угехуг -|- С оз (х +у)| ах + [хг**У* + со$ (х ь у)] йу 4 - (хуе У* + 1) йг, 

. _ дх 4- 7уйу — 2 гйг 

Ѵ X ' 

и диференциал от частного 

и е х У * 4- зіп (х 4- у) 4- г 

ѵ — 1п (д : і- у 2 — а*) 

выразился бы еще более сложной формулой. Но несм тря на это м л все-таки 
имеем: 

А и иіи — ийѵ 

й ~ѵ~ ^ • 

Понятие о полном диференциале потому и чрезвычайно полезно, что оно 
позволяет представлять в простых математических выражениях чрезвычайно слож¬ 
ные соотношения между величинами. 

§ 142. Диференциалы высших порядков. 

Полный диференциал функции в свою очередь есть функция этих 
переменных; поэтому мы имеем право говорить о диференциале от ди¬ 
ференциала. 

Диференциал от диференциала называется дяференциалом вто¬ 
рого порядка от данной функции. 

Диференциал от диференциала второго порядка называется ди- 
ференциалом третьего порядка 
и т. л. Вообще 

диференциал от диференциала и-го порядка называется диферен- 
циалои (п-|-1)-го порядка. 

Диференциалы различных порядков обозначают символами: 

Ш, &ХР, а 3 ІГ, 4 4 Г,... 

Из определения вытекает, что 

Если же мы возьмем диференциалы от обеих частей равенства, то най¬ 
дем, что 

а 2 (ачщ = 

Новое диференцирование этого равенства дает равенство: 

а з (ачщ =ач +3 іг. 

Продолжая поступать таким же образом, убеждаемся, что 
4Р(ачЩ = Ф'+ч'№ < 

каковы бы ни были ряд. Это дает теорему: 
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Диференциал порядка р от диференцпала порядка ц равен дифе- 
ренциалу порядка р + ф 

Необходимо заметить следующую теорему: 

Диференциалы второго и высшего порядков от независимого пе¬ 
ременного равны нулю. 

В самом деле, если х — независимое переменное, то йх есть произ¬ 
вольное приращение х. Следовательно, йх не зависит от независимых 
переменных, а потому при диференцировании должен быть рассматри¬ 
ваем как постоянное. Но полный диференциал постоянного равен нулю, 
а потому 

й?х = 0, й 3 х = О 

и т. д. Теорема доказана. 

Рассмотрим пример на вычисление диференциалов высших порядков. 

Пусть IV —функция трех аргументов: 

\Ѵ^ ф(х , у, г). 

Считая дс, у, г за независимые переменные, имеем: 

Диферешіируя еще раз и помня, что 

ах, ау, аг 


надо рассматривать как постоянные, находим: 

{“%) " Х+ ("?>'• 

д*ф 


Но в свою очередь 


дх <Эл? дхду 


дх Ог 


02 , 


а дф = _ 

ду дхоу 


д*ф . , д*ф < , (РФ 


02 , 


дг 


д*ф 


0X02 


йх \ 


**<>+»**,. 

дудг * 1 дг* 


Это в предположении, что л:, у и г приняты за независимые переменные. 

Но если независимыми переменными служат другие переменные, функциями 
которых являются х, у, г, то их диференциалы йх, йу, йг уже нельзя рассмат¬ 
ривать как погтоянііые, а потому, хотя попрежнему мы имеем: 




дф 

дх 


дф 

ду 1 


** + 'л*У+Ч і **' 


дф 
дг 1 


но новое диференцирование теперь дает 


т. 


(*Ш) Лх + ( а %) «У + ^ а Тг) йг + Ъс а * х +% а 'У + Тг й * г ' 

е. сравнительно с предыдущим мм имеем добавочные чле::ы. Так как 


й 


дф 

ді' 




как диференциалы первого порядка сохраняют прежнюю форму, то окончательно 
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% **' + % дуі + % агі + 2 Ш-у ахау + ' 1 ^дг аЫг + 

+ 2 ^г ауаг+ Тх йІХ + % йіу + & йЧ - 

Это равенство справедливо при всяком выборе независимых переменных. 
Если принять за них х, у , г, то 

а*х = а*у = а** = о 


и тогда три последних члена исчезнут. 


§ 143. О вычислении частных производных. 

Если \Ѵ — функция нескольких аргументов л:, у, г,...,и,ѵ, которые 
принимаются за независимые переменные» то 

д]Ѵ л , л , . , , дѴГ . , дѴР . 

дх ах ~^~ ау ^ Іг ■*" •' • + л^ йѵ 


ду 


дг 


ди 


дѵ 


и на первый взгляд кажется, что для исчисления полного диферснциала 
необходимо всегда сначала вычислиіь частные производные. Но оказы¬ 
вается, что т.оремы о полных диференциалах очень часто позволяют 
вычислить полный диференциал без предварительного , вычисления частных 
производных, и тогда обратно — зная диференциал, мы можем легко вы¬ 
числить частные производные. 

Докажем следующую лемму: 

Если два линейных многочлена равны при всех значениях перемен¬ 
ных, то соответствующие коэ.рициенты их равны . 

Пусть при всяких значениях х 1 , х 2 ,..., х п имеет место равенство: 

«1*1 + «2*2 + «3*3 + • • • + а п Х п = Ѵі + Ѵз + Ѵз + •• • +Ѵ„- 

Дадим всем переменным, кроме х л , значення, равные нулю. Найдем, 
что а, = Ь ѵ 

Полагая же, что, кроме дг„ все остальные переменные равны нулю, 
найдем, что а 2 = Ь г и т. д. Очевидно, что лемма справедлива. 

Теорема. Если известно, что 

аѵ=іхах+ ѵау+2аг+...+Ши+ ѵаѵ < 2 > 


и если х, у, г, и, ѵ — независимые переменные, то 

д\Ѵ дѴ 

дх ’ ~ду~ ’ . да ’ дѵ “ к 


( 3 ) 


В самом деле, сравнивая два выражения для 4\Ѵ, а именно (2) и (3), 
мы имеем: 

дЧГ . ,д\Ѵ. ЗИ7 дѴГ. , д]Ѵ 

дх 1 ду 1 дг 1 1 ди 'ди 

= Хдх + Ѵдѵ. 

Обе части ітого равенства — линейные многочлены*) относительно 
йх % йу, Лг ,..., ди, дѵ, которые как произвольные приращения незави¬ 
симых переменных мы можем рассматривать как систему независимых 
переменных. Согласно лемме имеют место равенства (3). Теорема доказана. 


*) Линейными многочленами называются многочлены первой степени. 
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Так, например, если требуется вычислить производные ог 


и = атсЦг — еУ г у 

то мы ищем сначала полный диференциал. Имеем 
(іа — 


и окончательно 
Ли 


•+( 7 ) 

уйх — х 


— + еУг *(уг), 


*’+.У 2 

Следовательно, согласно теореме 

ди _ у ди __ —х 

дх 


х г+уі г^ г ) а У + еУу<І2. 


да 

, _ , ге»: — =уеУ*. 

* 2 +У 2 ду х * У 2 дг у 


§ 144. Геометрическое значение диференциала. 

В случае функции двух переменных легко указать простое геометрическое 
значение полного диференциала. Всякая функция двух переменных 


2 


м‘ 

9 



* = /(*»>) 

геометрически изображается некоторой 
поверхностью *). 

Пусть М — какая-нибудь точка на 
ней, и пусть Р— касательная плоскость 
в точке М. Уравнение этой плоскости 
(черт. 91) таково: 



Черт. 91. 


хУу и пусть ф — ее точка пересечения 
координаты точки М 1 будут 


2 -г = /'(Х-х)+/^Ѵ~у). (1) 

Пусть УѴ — проекция точки М на пло¬ 
скость ху. Дадим хну приращения Ьх 
и Д у, и пусть N^ — точка на плоскости 
ху с координатами х + Дх, у + Ьу. 
В точке N I восставляем перпендикуляр, 
который пусть пересечет касательную 
плоскость Р в точке М\ Проводим че¬ 
рез М плоскость, параллельную плоскости 
с перпендикуляром №М*. Очевиді о, что 


Х=х-\- Дх, Ѵ=у + /Ьу, 2=г + ()М'. 


Подставляя их в (1), мы находим, что 

0М’=/' Х Ьх + /^у, 

т. е. что 

<д'М = аг, 

а потому теорема: диференциал функции двух переменных равен прираще¬ 
нию ординаты касательной плоскости. 

Очевидно, что приращение функции равно приращению ординаты точки на 
поверхности. 


*) Лица, не знакомые с теорией поверхностей, могут этот параграф пропу¬ 
стить. 
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§ 145. Диференциалы неявных функций. 

Предположим, что функции и ѵ и 2 , м 3 ,..., и т от п независимых пе¬ 
ременных х ѵ х 2 , лг а ,..., х„ даны как неявные функции системой ура¬ 
внений: 

/( Х \Ч • • • > х п> и 1> и Ѵ • • • » и т) = ® 

у(х ѵ Х 2 , . . . , ДГ Я , й 2 , Д 2> . . . , М /я ) = 0 

ф( х 1 * * ■ * » Х п* и Л' и 2> • • • » и т) = ® 0) 


й)(^ 2І дг 2 ,..., х п , м 2 , м 2 ,..., м^,) — О, 

число которых равно т , т. е. равно числу функций. Легко видеть, что, 
не решая уравнений, мы можем вычислить диференциалы этих функ¬ 
ций. Для этого диференцируем все уравнения данной системы. 

Мы имеем: 

СІ/—0, <йр = 0, <^ = 0, (і(о — 0. 

Написав же в раскрытой форме диференциалы левых частей, получаем 
уравнения: 


Д** 1 * • • '+іг т іи * = 0 

* • • + ах п-\-^Г йи \ ++ • • • + ^7Г Ла ш — 0 


дх , 


. * 


дф 


ди 


ди» 


д ±и.. > д ± 


ди г 


№+&**+ ■ • -+2 • +2 *.=» 


а*. 


ддг 


дм. 


дм» 


дм„ 



Число этих уравнений т\ они первой степени относительно диференциа- 
лов 4м 3 , 4М|, дм 3 ,..., йм т , которые поэтому йз них могут быть 
вычислены. 


Пример. Найдем первые диференциалы функций и и ѵ, определенных 
уравнениями: 

хи +уѵ = а, (1) 

зіп (и +у) + е** = Ь (2) 


где х и у — независимые переменные. 

Диференцируя (1) и (2), мы получаем 

идх + хіа + ѵйу + уйѵ = О 
соз (и +.у) (йи + ку) + е* ѵ {хйѵ ѵ<?х) = 0 


— два уравнения первой степени относительно йи и дѵ. Решая их, находим: 


сіи — 


йѵ — 


уѵехѵ — и 
— у соз (м +у) 
и соз (м + У) — хѵе*ѵ 
х*е х * — у соз (и -(- у) 


, У с °* ( й +.У) - «***" 

" + А»'-->со»<«+ 1 у)* у ’ 

(3) 

соз(и + >) (*—*) , 

ылг * #ехѵ —У соз (м +.у) ^ 

(4) 
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Если бы иам требовалось найти частные производные от и и о, то и то 
•было бы лучше искать сначала их полные дифэренциэлы, потому что, найдя их. 
мы из (3; и (4) прямо заключаем» чю 

ди уѵе х * — и ди у со а (и 4- У) — ѵхе** . 

дх ХЧ*» — усо*(и-\-у) ду ***** — у соз у) * 

дѵ и соз (и 4 - у) — хѵе хѵ . дѵ_ го»; (ц -ь у) (у — х) 

дх —у с об (и-{-у) ’ ду х*е*ѵ — у соз (и +у) 


§ 146. Заключение. 

1. Полный диференциал определяется равенством: 

+ ^-Ду + ^Дд-|-... 

дх ду дг п 1 да 

где произвольные приращения независимых переменных не могут быть 
все одновременно равны нулю. 

2. Диференциал независимого переменного есть не что иное, 
как произвольное приращение этого переменного. 

3. Равенство 

«'-2 л +2«’+2 л +-+2* 

справедливо при всяком выборе системы независимых перемен¬ 
ных. 

4. Отсюда вытекают теоремы о полном диференциале, которые 
вполне аналогичны соответствующим теремам о диференциале функ¬ 
ции одного переменного. 

5. Диференциал от диференциала «-го порядка называется дифе- 
ренциалом (л-[-1)-го порядка. 

6. Диференциалы второго и высшего порядков от независимых 
переменных равны нулю. 

7. Всегда ОР(й«Щ = йР+*ЧГ. 

8. Если х, у, г,, и — независимые переменные и если 

= : Хйх -|— У(іу — 1 “ 2.(І2 —{- ... -(— Ьйи, 


№_ д \Г_ 

дх~ Л ' ду~ ' дх~ ' 



то 



ГЛАВА ДВАДЦАТАЯ 


ОТНОСИТЕЛЬНЫЕ МАКСИМУМЫ И МИНИМУМЫ. 

Мы знаем, что в точках максимумов и минимумов функции несколь¬ 
ких аргументов все частные ее производные равны нулю или прерывны. 
Но когда мы доказывали эту теорему, то предполагали, что аргументы 
функции представляют систему независимых переменных. 

Максимумы и минимумы функции, аргументы которой рассмат¬ 
риваются как независимые переменные, называются абсолютными 
максимумами и минимумами функции. 

Кроме абсолютных максимумов и минимумов функций многих 
аргументов часто приходится ра.хматривать так называемые относи¬ 
тельные максимумы и минимумы. 

§ 147. Относительные максимумы и минимумы. 

Рассмотрим такую задачу. 

Пусть на плоскости даны две не пересекающиеся кривые АВ и СО (черт. 92), 
уравнения которых 

?(*, У) = 0, Цх, у) = 0. 

Каждая из этих кривых может быть замкнутой или незамкнутой, но они не долж¬ 
ны иметь общих точек, т. е. не должны пересекаться. Пусть Р и <? —две про¬ 
извольно взятые точки: первая на кривой АВ, 
вторая на кривой СО. Расстояние между ними 
обозначим через и. Величина этого расстояния, 
очевидно, зависит от выбора положений точек 
Р ир. Требуется узнать, при каком поло¬ 
жении этих точек расстояние между ними бу¬ 
дет максимумом или минимумом, т. е. будет 
больше или меньше расстояния между двумя 
любыми достаточно близкими к ним точками 
и ()', лежащими на тех же кривых. 

Пусть *і, — координаты точки Р, а дг 2 , 

у 2 — координаты точки ф. Имеем 

И = — •**)* + (Л — ^*) 4 . (1) 

и функция и , максимумы и минимумы коюрой 
мы должны найти, есть функция четырех аргу¬ 
ментов х { , У|, у? Но в данном случае эти 

аргументы нельзя рассматривать как систему 
независимых величии. Так как точка Р должна 
лежать на кривой АВ , а точка 0 — на кривой СО , то необходимо 

>|)^0, 'Идг 2 . л) = 0. (1>) 

Если бы мы стали рассматривать х { . у і% х і% у 2 как систему независимых пе¬ 
ременных, то тогда точки ф и Р могли бы занимать какие угодно положения на 
плоскости. Минимум их расстояния, т. е. минимум функции и , очевидно, ра¬ 
внялся бы нулю; его мы имели бы тогда, когда точки совпадали бы. Но в нашем 
случае кривые не пересекаются, а потому минимум и не равен нулю. Нетрудно 
теперь заметить, в чем отличие искомого минимума от обыкновенного. Оно 
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заключается в том, что мы должны найти максимумы и минимумы функций и, 
предполагая, что ее аргументы связаны уравнениями (2). 

Такие максимумы и минимумы называются относительными максиму¬ 
мами и минимумами. 

Определение . Относительными максимумами и минимумами на¬ 
зываются максимумы и минимумы функций, аргументы которых 
связаны одним или несколькими уравнениями. 

Поэтому задачей об относительных максимумах и минимумах назы¬ 
вается всякая задача, в которой требуется определить максимумы и ми¬ 
нимумы функции нескольких аргументов в предположении, что значения 
этих аргументов должны удовлетворять некоторой системе уравнений. 

Все подобные задачи приводятся к ре нению задачи следующего типа: 

Найти максимумы и минимумы данной функции 

р = ф(х 9 у,... г, и 9 ѵ у чѵ) (1) 

при условии, что ее аргументы должны удовлетворять системе 
уравнений 

у(х, у, ... 9 г, а, ѵ 9 ..., до) = О 

4(дг, у, ..., г 9 и 9 ѵ 9 ..., до) = 0 (2) 


а>(х 9 у 9 ... 9 г 9 и 9 ѵ . ДО) = 0 

Число уравнений предположим равным п. 

Легко видеть, что теоретически эту задачу нетрудно преобразовать 
в задачу об обыкновенных максимумах и минимумах. Рассуждаем так: 
разрешив данные уравнения (2), мы можем п аргументов выразить как 
функции остальных аргументов. Предположим, что нам удалось разре¬ 
шить эти уравнения относительно и, ѵ, ..., до; следовательно, мы пред¬ 
полагаем, что нам удалось найти выражения для этих аргументов через осталь¬ 
ные. Иными словами, это значит, что мы можем рассматривать аргументы 

и , ѵ, .. ., до 

как функции аргументов 

У, • • • і 


которые мы уже должны считать независимыми переменными. 
Если мы теперь в правой части равенства 

р = ф( х, у,..., г, и, V . ѵа) 


заменим и , ѵ ,..., до их выражениями через х % у,..., г> то р выразится 
как функция только этих последних переменных. Мы обозначим р через 
/?, чтобы показать, что теперь мы рассматриваем р как функцию 
только х, у,..., г . Так как р =р , то 'задача о максимумах и мини¬ 
мумах р приводится к задаче о максимумах и минимумах р . Но ресть 
функция переменных х у у,..., г 9 уже не связанных никакими уравнения¬ 
ми, а потому задача о максимумах и минимумах функции р есть зада¬ 
ча об обыкновенных максимумах и минимумах, которую мы уже умеем 
решать. Для этого мы должны приравнять нулю все частные производные 
от р . Получим уравнения: 


зр 

~дх 




( 3 ) 
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Ясно, однако, что такое решение слишком теоретического характе¬ 
ра, так как на практике в большинстве случаев мы не будем в. состоя¬ 
нии решить уравнений (2); не решив же их, мы не можем вычислить 
функции р и ее производных. 

Лагранж покззал, что можно составить уравнения (3), не решая ура¬ 
внений (2). Рассуждаем так: 

Рассматривая а , ѵ, ... , т как неявные функции лг, у,мы из 
равенства 

р — ф(х, у,..., г, и, ѵ,..., іи) 
имеем для полного диференциала такое выражение: 

^=57 ах+ % • ■+ ^ +іг *"+• • •< 4 > 


Взяв диференциалы от уравнений (2), получаем: 

0 = *^Лх Лг-\- Ли Лѵ +... *^-Лѵ) X 

дх ду ' 1 1 дг 1 ди ' дѵ 1 1 діа 

О = ^йГж-|~^ Лу-\-. ■ ЛгЛи Лѵ —Лчо ц 

дх ' ду ' ' ' дг 1 ди ' дѵ ' діа 


дш дш дю дш дш . да> 

0= т- йх-\--т- ду-т. • .4- Лг-\ - Ли 4- — Лѵ +... -Х-—Ліа ѵ 

дх 'ду' ' аг ' ои ' дѵ 1 1 діа 


Умножим эти уравнения соответственно на некоторые пока произ¬ 
вольные величины і, ц,,.., ѵ и сложим их с (4). Группируя члены в 
правой части по столбцам, получим: 

Лр = ХЛх-\- ѴЛу + 2Лг + Ши + ѴЛѵ+...-{- Шѵв, (6) 


где для сокращения письма положено 


*~г+‘§+-2+- 

. дт 

••+’& і 


г -?+‘3 + "3+" 

( дю 
. + ѵ 

1 ду 

(7) 


. 1 

і 1 

•+ Ѵ ді ] 


»-%+Ъ+'й+~ 

. 1 

• + Ѵ Г" 

ди I 



. до» 

(8) 


, до) 1 
••+’й 
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Пдка і, |і, ..., ѵ произвольны. Выберем их так, чтобы и, V,..Ш 
внялнсь нулю. Для этого мы должны иметь ура»нения: 


у =Й'+^+'*Й + 


ди 


дф 

ди 


1/ = ^.+Х?і + дЙ + . 
дѵ ~ дѵ ^*дѵ т 


. +»?-<> 

' ди 

д& 

•+^=° 


(9) 


&и> ' дчв'^дт* ' дѵ> 


Этн уравнения первой степени относительно X, р,..., ѵ н число 
этих искомых неизвестных как раз равно числу уравнений, а потому, 
решив их, мы найдем значения X, р,..., ѵ, при которых 

(/=Ѵ = ...= 1У=0. 


Но при таком выборе X, р,..., ѵ равенство (6) обращается в 
Ор = ХіІх+Ѵ(Іу+. .. + Ыг у 

и так как х % у,..., г независимы между собой, то, следовательно, 


др 

дх 




<>р 

дг 


г, 


а потому уравнения (3) представятся в виде следующих уравнений: 


Х= 

к = 


дх х дх^^дх^ 
ду + ду^ду^' 


і п 

• -г V — =0 
1 дх 

дш 

■+’*=° 


( 10 ) 


дг 1 аг 1 ^ дг ' 


дш 

ѵ г =0. 

дг 


Мы написали необходимые уравнения, не решая предварительно урав¬ 
нений (2), а именно для нахождения точек максимума и минимума мы 
имеем уравнения (9), из которых найдем 1, р,. .., ѵ, затем уравнения 
(10), число которых равно числу аргументов л:, у,..., г у и, наконец, мы 
имеем уравнения (2), число которых равно числу аргументов и, ѵ, ..., ад. 
Всего, следовательно, столько уравнений, сколько неизвестных. 

Легко теперь убедиться, что можно дать простое правило для соста¬ 
вления уравнений (9) и (10). Если ввести вспомогательную функцию 

. +ѴЮ 

и условно рассматривать X, р,..., у как постоянные*), го нетрудно 


*) Ь» Р' •••» ѵ * ••• определяются из (8). Так как в эти уравнения входят 
х , у. • • •» *» то X, щ..., ѵ зависят от них н, следовательно, по существу они 
функции, а не постоянные. 
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видеть, что 


ѵ - д ! ѵ- д І 
Х^дх' Г ~ду 

Ѵ ^ д 1 V 
<)«• 


2=^ 

ОХ 

дР 
4^=-— 

’ <?да ’ 


(П) 


а потому мы можем высказать следующее простое правило: 

Чтобы найти уравнения для определения точек относительных 
максимумов и минимумов функции ф{х, у ,..., г, и, ѵ,..., «), аргу¬ 
менты которой связаны уравнениями 

9 = 0, ф = 0, = 0, (12) 


надо к этим уравнениям присоединить уравнения 


дР л дР _ п дР 

- — 0| -ѵ —- Ѵ| • • • р -ч Я 

дх ду дг 


дР дР дР 

дй~“ 0, дѵ—°'""~д^ ~°’ <13) 


которые получим, приравняв нулю частные производные от функции 
Р— Ф + Ѵр + + • •. + *•» 


где I, —неизвестные постоянные величины* 

Как видим, для составления необходимых уравнений нет необходи¬ 
мости предварительно решить уравнения (12). Но не надо, конечно, 
забывать, что все, что мы можем утверждать, заключается в следующем: 
точки максимума и минимума необходимо принадлежат к числу реше¬ 
ний уравнений (13). Но какие из этих решений дают максимумы, какие 
минимумы, а также какие решения не дают ни того, ни другого, — 
относительно всего этого необходимы дополнительные исследования в 
каждом отдельном случае. Кроме того, предыдущие исследования пред¬ 
полагали, что все частные производные конечны и непрерывны. Поэтому 
всякий раз надо отдельно исследовать, не будут ли точками максимума 
и минимума те значения аргументов, при которых хоть одна из частных 
производных перестает быть непрерывной. Все эти неизбежные допол¬ 
нительные исследования обыкновенно вносят значительные осложнения. 

Приложим это правило к задаче на стр. 257. Вместо того, чтобы искать ма¬ 
ксимумы и минимумы функции и, мы, очевидно, можем искать их для и 9 . Пола¬ 
гая же ѵ=*і&у мы приходим к задаче: найти максимумы и минимумы функции 

» = (*•-*)» +(Л-Л)* (14) 

при условии, что 

?(**> Уі) = о, (-(ДГ* Л) ~ 0. (15) 

Согласно теореме составляем функцию 

Р=(дг, — *,)* + (Уі — У& + *?<*». У») + н>(*«. Уі) 
и приравниваем нулю ее частные производные. Получаем уравнения: 

'4*, — •**) = — 1-^. , 2(дГ( — х 2 ) — и ~ , 

дх { дх % ( 16 ) 

2(Уі — У») = — * , 2(у,-з» 4 ) = іі^-. 

ОУі ду г 

Имеем четыре этих уравнения и два (15) — всего шесть уравнений с шестью 
неизвестными. 
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Истолкуем геометрическое значение этих уравнений. 
Исключая 1 и р из (16), получаем: 

. ^ Іі 

Уі Уі __ д Уі _ дуі 

*і—а*_ ^ 

дХі дх г 


(17) 


Но . Уі , .есть 
•*<— *1 

отношение 


что 


тангенс. угла с осью X прямой РО ; увидим (гл. 21, § 154) 
равно тангенсу угла наклона нормали к кривой 


д » д9 

—: равно тангенсу угла наклона нормали к кривой у 

Поэтому (17) показывает, что расстояние между точками Р и О будет или боль¬ 
ше всех смежных точек или меньше их только тогда, когда прямая РО перпен¬ 
дикулярна к обеим кривым. 


§ 148. Заключение. 

Чтобы найти максимумы и минимумы функции ф, аргументы кото¬ 
рой связаны уравнениями 

'9 = 0, ф = 0.о> = 0, 

надо приравнять нулю все первые частные производные от функции 
Р= $6-1- іср рс|> ѵв>, 

где 1, р,... 


., ѵ — постоянные. 



ОТДЕЛ ТРЕТИЙ 


ПРИЛОЖЕНИЕ ДИФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ИСЧИСЛЕНИЯ 

К ГЕОМЕТРИИ 




ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ПЕРВАЯ 


КАСАТЕЛЬНАЯ И НОРМАЛЬ. 

При изучении свойств производной мы часто пользовались геоме¬ 
трическими образами, главным образом для того, чтобы с помощью их 
получить возможность наглядного представления некоторых свойств функ¬ 
ций. Теперь, изучив основные свойства производных, мы рассмотрим, 
как с помощью их можно изучать свойства кривых. 

Тот отдел математики, который изучает свойства геометрических 
форм, пользуясь понятиями и методами анализа, главным образом ди- 
ференциального исчисления, называется диференциальной геоме¬ 
трией. Это весьма обширный отдел. Ниже из него мы рассмотрим 
только самые основные свойства плоских кривых. 

§ 149. Кривая и ее аналитическое представление функцией. 

В анализе под кривой прежде всего разумеют всякий геометрический 
образ, представляющийся как один непрерывный след движущейся точки. 
Но подводить под понятие кривой 
только такие образы было бы неце¬ 
лесообразно, потому что в таком слу¬ 
чае, например, гиперболу мы должны 
были бы рассматривать не как одну 
кривую, а как совокупность двух 
кривых. Поэтому 

в анализе кривой называется 
всякий геометрический образ, ко¬ 
торый представляется или как 
один непрерывный след движу¬ 
щейся точки или как несколько 
таких следов, рассматриваемых 
с какой-нибудь точки зрения как 
один цельный геометрический Черт. 93. 

образ. 

Всякая часть кривой, почему бы то ни было выделяемая нами 
из всей кривой, называется ее ветвью. 

Кривая может быть представлена аналитически весьма различными 
способами. Простейшим является представление кривой функцией. Дей¬ 
ствительно, если мы через хи у обозначим абсциссу и ординату точки, 
произвольно взятой на данной кривой, то мы немедленно же убежда¬ 
емся, что у есть некоторая функция х % но при этом геометрически 
очевидно, что, вообще говоря, ордината есть многозначная функция 
абсциссы. Так, например, для кривой на чертеже 93 некоторым значениям х 
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соответствуют пять значений для у, некоторым — три, а некоторым — 
только одно. 

Этот фжт представляет некоторые затруднения при приложении ме¬ 
тодов анализа к исследованию свойств кривых, потому что все теоремы 
диференциального исчисления относятся только к однозначным функ¬ 
циям. Однако от этого затруднения легко избавиться, потому что гео¬ 
метрически очевидно, что всякую кривую всегда можно разселить на 
несколько ветвей , для каждой из которых ордината является уже 
однозначной функцией абсциссы . 

Так, например, для кривой на чертеже 93 этими ветвями будут слу¬ 
жить части кривой і4В, ВС У СО , ОЕ и ЕЕ. 

В дальнейшем предполагаем, что всякая изучаемая кривая 
предварительно разбита на такие отдельные части, для каждой 

из которых ордината является однознач¬ 
ной функцией абсциссы, и что непосред¬ 
ственным предметом изучения служит 
одна из таких частей. 

При этом не надо упускать из виду, что 
точки, служащие концами изучаемой части 
кривой, являясь для этой части, рассматри¬ 
ваемой изолированно, всегда точками с одной 
касательной, могут для всей кривой ока¬ 
заться особыми точками или даже угловыми. 
Так, например, угловая точка В и точка воз¬ 
врата С для кривой на чертеже 94 как кон- 
іцы части ВС ничем не отличаются от остальных точек этой части кривой. 

Обозначая, как всегда, через а угол наклона касательной, для кривой 
у=/(х) имеем 

*в «=/(*>. (1) 

Предположим, что производная при х=с обращается в бесконечность: 

/(С) —ОО, 

и пусть М — та точка на кривой, абсцисса которой равна с. Ясно, что 
в этой точке 

а = оо, 

.а потому касательная в точке М перпендикулярна к оси X. Иными 
словами это значит, что касательная в точке М совпадает с орхннатой. 
Рассмотрим, какую форму имеет кривая в области точки М. Нетрудно 
убедиться, что возможны только четыре случая. 

В самом деле, в области точки М , слева от нее, кривая может при¬ 
ближаться к точке М только или подымаясь (черт. 95 и 96) или опу¬ 
скаясь (черт. 97 и 98). Кроме этих двух случаев другие невозможны. 
Те же только два случая возможны и в области справа от М . Комби¬ 
нируя эти возможности, мы получаем всего четыре случая. Непосред 
ственное геометрическое рассмотрение их позволяет нам высказать сле¬ 
дующее заключение: 

Та точка на кривой, абсцисса которой обращает производную 
в бесконечность, необходимо должна быть или точкой перегиба, 
или точкой возврата первого рода* 

•эвй 




Слетоватеіьно, в обыкновенной точке производная не может обра¬ 
щаться в бесконечность. 

Но это заключение справедливо только относительно внутренних 
точек кривой. На концах кривой касательная может быть перпендику¬ 
лярна к оси, хотя точка, служащая концом, и не есть особая точка 
(черт. 99). 



X X X X 

Черт. 100. 


Предположим теперь, что в точке с абциссой с производная равна 
нулю. Тогда для этой точки = а потому а = 0. Следовательно, 

в точках кривой, абсциссы которых обращают производную 
в нуль, касательная параллельна оси X . 

+ Смотря по тому, как приближается кривая к точке, и здесь возможны 
четыре случая (черт. 100). 
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§ 150. Направление и ориентация прямой. Угол вращения. 


ОДННАК. НАПР 


Черт. 101. 


При изучении кривых всегда большую роль играет вопрос о напра¬ 
влении касательных к ним. Но касательная есть прямая. Поэтому вопрос 
о направлении касательной есть вопрос о направлении прямой. Остано¬ 
вимся подробно на этом вопросе. 

На всякой прямой мы различаем два противоположных друг другу 
направления: одно из них называем положительным, другое отрица¬ 
тельным. 

Положительное направление пря¬ 
мой будем короче называть сенсом 
прямой. 

Прямая, сенс которой установлен, на- 
. зывается направленной прямой. Обыкно- 
венную прямую, при рассмотрении кото- 
противопол. ндпр рой не принимается во внимание возмож- 
■ ■ ■ — ность для нее быть направленной в ту или 

другую сторону, мы будем называть гео¬ 
метрической прямой. 

Две параллельные направленные пря¬ 
мые называются одинаково направлен¬ 
ными, если они направлены в одну сторону от общего перпендикуляра 
к ним; если же они направлены в разные стороны от него, то они 
называются противоположно направленными (черт. 101). 

Всем одинаково направленным прямым приписывают одно и то же 
направление. 

О параллельных геометрических прямых в обыденной жизни часто тоже 
говорят как о прямых, имеющих одно и то же направление. Но такой 
способ выражения неправилен. 

Геометрическая прямая потому и назы¬ 
вается геометрической, что она мыслится 
вне всякой связи с направлением. Не имея 
же направления, геометрические прямые тем 
самым не могут иметь и никакого общего 
им направления, хотя бы они и были па¬ 
раллельны. 

Вообразим, что через точку проведены 
всевозможные геометрические прямые (чер¬ 
теж 102). Тогда мы получим то, что назы¬ 
вается пучком прямых. Про различные пря¬ 
мые этого пучка мы будем говорить, что 
они имеют различные ориентации . Таким 

образом, каждой геометрической прямой мы будем приписывать не 
направление, а ориентацию . При этом всем параллельным прямым, 
как геометрическим, так и направленным, приписывают одну и 
ту же ориентацию. 

Таким образом, всякая направленная прямая имеет и направле¬ 
ние, и ориентацию. Но геометрическая прямая имеет только ориен¬ 
тацию. * 

Пусть геометрические прямые АВ и А'В' соответственно парал¬ 
лельны прямым СО и СО 9 (черт. 103). Тогда прямые АВ и СО имеют 
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одну и ту же ориентацию. Также и прямые А'В' и С ТУ тоже имеют 
одну и ту же ориентацию. Но ориентация первой пары отлична от ориен¬ 
тации второй пары. 

Пусть Яф, /?$, НО — параллельно направленные прямые (черт. 104). 
Их направления указаны стрелкой. Кроме того, пусть СО — геометри¬ 
ческая прямая, параллельная им. 

А В 



^ 0 


я 

т 

5 

н 


С 

с 


0 

Черт. 104. 


Все эти прямые имеют одну и ту же ориентацию. Прямые и 
Р5 имеют при этом не только одну и ту же ориентацию, но и одно 
и то же направление. Прямые /?$ и НО имеют различные направления, 
но одну и ту же ориентацию. 

Необходимо ясно усвоить различие между направлением и ориента¬ 
цией. 

Около всякой точки, например около начала координат, можно пря¬ 
мую вращать или по часовой стрелке, или против нее. 

Когда на плоскости выбрана прямоугольная декартова система 
координат, то за положительное вращение принимают то вращение, 
которым поворотом на прямой угол поло¬ 
жительное направление оси абсцисс, т. е. 
сенс ее, приводится к совпадению с по¬ 
ложительным направлением, т. е. с сен- 
сом оси ординат. 

Следовательно, если, как мы будем даль¬ 
ше предполагать, ось X горизонтальна и на¬ 
правлена слева направо, а ось У вертикальна 
и направлена снизу вверх, то положительным 
вращением должно считаться вращение про¬ 
тив движения часовой стрелки. 

Пусть Ь — направленная прямая, проходящая через точку О, и а — 
геометрический угол (черт. 105). Прямую А мы можем повернуть около 
О на угол а или по часовой стрелке, или против нее. В первом случае 
она займет положение V , во втором — положение Ѵ\ 

Условимся угол вращения считать положительным или отрица¬ 
тельным, смотря по тому, вращается ли прямая в положительном 
направлении или в отрицательном. 

Следовательно, в нашем случае при переходе прямой Л в положение 
і! угол вращения отрицателен и равен — а . 
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§ 151. Угол направления и угол наклона прямой. 

Когда выбрана система координат, то направление прямой может 
быть определено так называемым ее углом направления. 

Углом направления данной направленной прямой Ь называют 
тот угол, на который надо в положительном направлении повернуть 
ось абсцисс, чтобы ее сенс совпал с сенсом прямой. 






Этот угол, который обозначим через а, всегда можно увеличить на 
2ггА, где А—любое целое число, положительное или отрицательное. 
Если через <о обозначим наименьший положительный угол, на который 
надо повернуть ось X до совпадения ее сенсі с сенсом прямой, то 
вообще (черт. 106 — 109) 

а = о ± 2 Ад, 


где со может лежать в любой четверти окружности. 


Между прочим, всегда угол а можно принять равным отрицательному 
углу 


[і = и) — 2я. 


Очевидно, что если прямую Ь мы повернем в ту или другую сто¬ 
рону на угол тг, то угол а увеличится или уменьшится на я, а прямая 
/. изменит свое направление на противоположное. Следовательно, 

увеличивая или уменьшая угол направления на я, мы изменяем 
направление прямой на противоположное. 
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Геометрическая прямая, не имея направления, не имеет и угла на¬ 
правления. Ее ориентация определяется углом наклона. 

Углом наклона ненаправленной прямой называется тот угол, взя¬ 
тый с соответствующим знаком, на который надо повернуть ось 
абсцисс, чтобы ее направление совпало с прямой. 

Легко видеть, чем отличается угол наклона от угла направления. 
Пусть (черт. 110 м 111) прямая АВ проходит через начало координат № 
пусть а -угол ее наклона. 



Черт. 110. Черт. 111. 


Повернув ось X на угол со против часовой стрелки, мы приведем* 
положительное направление оси X к совпадению с прямой, а потому мы 
можем принять, что 

а = ш, (1> 

причем всегда можно правую часть увеличить или уменьшить на 2 пк. 
Но если мы повернем ось X на угол о>-(-тг, то ее направление тоже 
совпадет с прямой, а потому можем также принять, что 

а — <о (2> 

причем правую часть можно увеличить или уменьшить на 2тт к. 

Также ясно, что мы можем повернуть ось X и на отрицательный 
угол {} = о> — тг, а потому можем принять, что 

а — со—тг. (3) 

Вообще, после того как мы привели направление оси X к совпадению 
с прямой, мы можем повернуть ее по часовой стрелке или против еще 
на угол тг, после чего направление оси X опять совпадет с прямой. Мы 
видим: 

В то время как угол направления может быть увеличен или 
уменьшен только на 2 пк, угол наклона может быть увеличен или 
уменьшен на тг А, т. е. на любое число полуокружностей. 

Но примем ли мы 

а = <!> (1) 

или 

а = ш±тг, (2) 

в том и другом случае 
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Следовательно, на тангенс угла наклона не влияет выбор значений 
д іи угла. Не то для синуса и косинуса, потому что если имеем (1), то 


зіпа — зіпш, соза = со5Ш, 

а если имеем (2), то 

зіпа= — зіпш, со$аг= — со$«и. 


Мы видим ясно, что из всех тригонометрических функций для опреде¬ 
ления ориентации прямой пригоден только тангенс или котангенс. 

Так как в большинство формул обычно 
входят не сами углы, а их тригонометри¬ 
ческие функции, то в связи с этим исследуем 
вопрос: если известна какая-нибудь одна 
тригонометрическая функция угла направле¬ 
ния, то вполне ли тем самым определено 
направление прямой? 

Пусть дан синус угла направления а: 



Черт. 112. 


зіпа — р. 


Предполагая для простоты р^> 0, обозначим через <*> тот угол впервой 
четверти, для которого 

зіпш = р . 

Тогда или 

(X =■ (о 4:26гг, 

ши 

2 = тг — а) -4- 2 кп. 


Первое значение дает направление АВ , второе — А'В' (черт. 112). Мы 
видим, что одним синусом не определяется направление прямой. Отме¬ 
тим, что им не определяется даже и ориентация прямой. Мы имеем не 
одну прямую, а две различные прямые АВ и А'В'. 

Пусть дан косинус угла а, а именно пусть 

сова— р у 


п пусть 0. Обозначая опять через о) тот угол в первой четверти, 
для которого 


мы имеем или 


со$ о — /?, 


я — со 4:2тг6, 
или 


а — — о> + 2тг к, 


а потому снова получаем два направления АВ и АЬ ' (черт. 113). 
Видим, что и одним косинусом не определяется ни направление прямой, 
ни ее ориентация. 

Пусть дан тангенс угла я, а именно пусть (черт. 114) 

1%2 = р. 

Предполагая р^> 0, обозначим через о> тот угол в первой четверти, для 
которого 



Тогда или 


или 


а = со 2&тт, 
а = ш 4: тг 4- 2/гтт. 


Взяв а — о), мы получаем прямую АВ , направленную от Л к взяв 
а = со —(— тт, мы получим ту же прямую, но направленную от В к А. 
Как и раньше, направление прямой не определено, но вполне опреде¬ 
лена ориентация прямой. 

Так как сІ2Д= --—, то для котангенса заключение то же, что и 
для тангенса. Мы видим, что 

направление прямой не определяется одной тригонометри¬ 
ческой функцией угла направления. 

Одним синусом или косинусом угла не определяется и ориента¬ 
ция прямой, но она вполне определяется тангенсом угла. 




Черт. ИЗ. Черт. 114. 


В аналитической геометрии обыкновенно не принимается во внимание 
направление прямой, а только ее ориентация. Поэтому и в большинство 
ее формул входят тангенсы углов. Так, например, в уравнении прямой 

у = кх -\- Ь 

коэфициент к есть тангенс угла наклона прямой. Очевидно, что без¬ 
различно, примем ли мы угол наклона этой прямой равным со или со —[— тг. 
В том и другом случае ориентация прямой одна и та же. 

В то время как ориентация прямой вполне определяется одним 
тангенсом угла, само направление вполне определяется только си¬ 
нусом и косинусом угла. 

Действительно, если нам даны 

$іпа и соза, 

то, знай их знаки, мы можем определить, в какой четверти лежит угол а, 
а потому можем его вполне определить. 


§ 152. Уравнения касательной и нормали. 

Предполагая, что ордината данной кривой является однозначной и 
непрерывной функцией абсциссы, пусть имеем 

• ..... .у -Ах). 

18 диференцкальмое исчисление. 
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Если 2—угол наклона к оси К касательной к кривой в какой-ни¬ 
будь произвольно взятой точке М л координаты которой х и у, то, как 
мы знаем, 

*еа=/. (V) 

Это одна из основных формул в теории кривых. 

Нетрудно теперь написать уравнение касательной. Обозначим через 
X и У текущие координаты касательной. В таком случае уравнение ка¬ 
сательной есть не что иное, как уравнение прямой, проходящей через 
точку М(х , у) и наклоненной к оси X под углом, тангенс которого 

равен у'. Из аналитической геометрии известно, что уравнение такой 
прямой, т. е. уравнение касательной, будет следующего вида: 

У—У=У'(Х—х). (2) 

Чтобы получить уравнение нормали, надо написать уравнение пер¬ 
пендикуляра к прямой (2) в точке (л:, у ). Следовательно, уравнение нор¬ 
мали таково: 

У~У=-^ІХ~х), ( 3 ) 

что можно переписать и в такой форме: 

(Х-х)+у'(У-у) = 0. (4)Г 


йу _ 

Заменим во (2) и (4) величину у через Получим 


у -^Ѣ х - 

<*у, 


х), 


Х-х+^ х (У-у) = 0, 


что можно переписать в следующих симметричных формах: 

X—х У —у 
4х йу ’ 

(X — х)іх 4-(К— У)Лу = О, 


Теорема. Уравнение касательной может быть представлено в 
одной из следующих форм: 

К-,=УОГ_х), К-,= ^(.Г-х), 

Х—х _ У—у 
йх іу 


Уравнение нормали может быть представлено в одной из сле¬ 
дующих форм; 

у —У—у{Х—х), (Х-х)+у>(Ѵ-у) = 0, 

(X— х)Лх+4Ѵ—у) фчи <Ь 
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§ 153. Длина касательной и нормали. 

Пусть МТ —касательная, МС} — нормаль, МР — ордината точки М 
(черт. 115). 

Длина отрезка ТМ называется длиной касательной. 

Длина отрезка ? называется длиной нормали. 

Отрезок ТР называется годкасательной, отрезок Р^ — поднормалью. 
Следовательно, 

длиной касательной называется длина 
отрезка касательной, заключенного между 
точкой ее пересечения с осью абсцисс и 
точкой прикосновения. Проекция этого 
отрезка на ось абсцисс называется под¬ 
касательной. 

Длиной нормали называется длина ее 
отрезка, заключенного между точкой ее 
пересечения с осью абсцисс и точкой 
прикосновения. Проекция этого отрезка &Черт. 115. 

на ось абсцисс называется поднормалью. 

Вычислив по формуле 

/ 

тангенс угла наклона, мы из соответствующих треугольников ТМР и 
РМС} легко находим, что (черт. 115) 

ТР— » 7ѴИ= ^ ]/~\Ту' 1 , (8) 

ро=уу\ у / г + у ** 



18 * 
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Мы пишем в правых равенствах не у и у, а модули этих величин*, по¬ 
тому что длины касательной и нормали всегда положительны. 

Данный вывод имеет тот недостаток, что относится только к тому слу¬ 
чаю, когда кривая лежит выше оси X и угол а острый. Если же угол 
а тупой, то чертеж 116 показывает, что 


рт=у СІ§ (тт — а) = — л , 

V 

С>Р=У Ія (п — а) = —уу'. 


Эти формулы отличаются от (8). Но заметим, что теперь точка Т лежит 
правее точки Р, в то время как на чертеже 115 она левее Р. Поэтому 

теперь вектор ТР имеет отрица¬ 
тельную длину; также отрицательна 
и длина вектора Рф, а потому из 
(9) следует, что 

ТР=^, Р<Э=уу'. (10) 

Эти формулы вполне совпадают с (8)/ 
Следовательно, при вычислении по 
ф этим формулам знак покажет, с какой 
стороны от Р лежат точки Т и <?. 

Но пока мы все-таки предпола¬ 
гали, что точка М лежит выше оси 
X , а потому ^^>0. Чтобы получить формулы лля всех случаев, будем 
рассуждать так. 

Пусть Т и ф — точки пересечения оси X с касательной и нор¬ 
малью и пусть Р — проекция точки М . Возможны два случая: или точка 
7 лежит слева, а точка ф справа от Р, или наоборот (черт. 117). 
В первом случае длины векторов 

ТР и Рф положительны, во втором Т Р 0 О Р Т 

они отрицательны. — 1 - - - - —Г: “ н 1 ' 

Полагая в уравнении касательной 

Ѵ—у=у'{Х — х) Че Р т - ш - 



У = 0, найдем, обозначая через Х 1 абсциссу точки Т, что 

Так как абсцисса точки Р равна х, то для длины вектора ТР имеем 

ТР = х-Х, = -^. ( 11 ) 

Уравнение нормали 

Ѵ-у = -у(Х-х). 

Если Х п — абсцисса точки ф, то, полагая К = 0, найдем 

Х я = х+уу\ 
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а потому 


РЯ=х я -х= у2 ?. 


( 12 ) 


Получаем теорему: 

Длины подкасательной ТР и поднормали Р {? определяются по 
формулам 

ТР=У , РЯ=уу'. (13) 

• У 

При этом направление подкасательной как вектора считается от Г к 
Я, а поднормали от Р к ф. Поэтому, если Т справа, а ф слева от Я, 
то длины этих векторов отрицательны. 

Запоминать формул (13) нет никакой необходимости. В случае нужды 
их всегда легко получить, построив типичный чертеж 115. 

§ 154. Представление кривой уравнением. 

Очень часто кривая аналитически представляется не функцией, а ура¬ 
внением. Так, например, аналитическая геометрия изучает свойства кони¬ 
ческих сечений, предполагая, что они даны соответствующими уравне¬ 
ниями. 

В самом общем виде уравне¬ 
ние между двумя переменными мо¬ 
жет быть представлено равен¬ 
ством 

ф{х,у) = 0, (1) 

где в левой части стоит некоторая 
функция двух переменных. 

Предположим же, что нам кри¬ 
вая дана уравнением (1). Также 
предположим, что в рассматривае¬ 
мых областях функция ф ( х,у ) 
непрерывна вместе со своими пер- Черт. 118. 

вымн частными производными. 

Пусть АВ — кривая, определенная уравнением (1) (черт. 118). Для этой 
кривой, вообще говоря,^— многозначная функция л;. Возьмем на кривой 
произвольно какую-нибудь точку М(х , у) и попытаемся написать уравнение 
касательной к ней, не решая уравнения (1) относительно у. Для этого 
возьмем около М настолько малую дугу сЪ, чтобы для этой дуги ее 
ордината у была однозначной функцией лг. Тогда уравнение касательной 
в точке М может быть представлено в форме: 

У-у=У(Х — х), (2) 

и это уравнение будет нам вполне известно, если мы сумеем вычислить у. 

Очевидно, что у для дуги СО есть такая функция х , которая удо¬ 
влетворяет уравнению (1). Поэтому, диференцируя это уравнение и рас¬ 
сматривая при этом ѵ как функцию х , найдем 



дф 

дх 
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откуда 


у 


дф 

дх 

дф 

ду 


(3) 


Вставляя это выражение для у' во (2), будем иметь 

дф . 


дф 


У-у = -^ { Х-х). 

ду 


Умножая на — и перенося все в левую часть, получаем теорему: 

Уравнение касательной в любой точке (х, у) к кривой, данной 
уравнением 

ф(х> у) = 0. 

может быть представлено в форме 

% Ѵг-Л-о. 


Например, если эллипс дан уравнением 


то, полагая 


имеем 


дф _ 2х дф _2 у 

дх ~~ а* ' ду~~~ Ь* ’ 


а потому уравнение касательной к эллипсу будет 

х(Х-х) ^у(Ѵ-у) 


с* ' Ь* 

что легко представить в более простом виде так: 

хХ + уУ-х 

а* ' ь* — 1 * 


О, 


§ 155. Касательная и нормаль в полярных координатах. 

Пусть О — полюс, прямая О/., направленная от О к і, — полярная ось, 
М —точка на плоскости, Рі ? — луч, проходящий через О и Л! (черт. 119). 
Вектор ОМ , всегда направленный от О к М> называется радиус-век¬ 
тором точки /И. Длину его обозначим через г. Она может быть поло¬ 
жительна или отрицательна в зависимости от выбора положитель¬ 
ного направления луна РС}. Если луч направлен от Р к (черт. 119), 
то г>0; но для той же точки М уже г<^0, если луч направлен от ф 
к Р (черт. 120). 

Вращение против часовой стрелки считаем положительным. 
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Тот угол го, на который надо повернуть полярную ось, чтобы 
ее направление совпало с направлением, выбранным за положи¬ 
тельное на луче проходящем через точку М, называется поляр¬ 
ным углом точки Аі. 

Пусть р — геометрическая длина вектора ОМ, и пусть а — геометри¬ 
ческий угол между полярной осью н лучом. Яф. 

Прежде чем говорить о полярных координатах точки М, необ¬ 
ходимо выбрать положительное направление луча РІ 

Если оно выбрано от Р к ($, то (черт. 119) 

г=р, « = а. (I) 

Но если его выберем от С} к Р, то (черт. 120) 

г — — р, сі> = а —|— тт. (2) 

Мы видим, что для одной и той же точки М длина радиус-вектора 
может быть и положительной и отрицательной. Формулы (1) и (2) ясно 
показывают, что если 

р и а 

— полярные координаты точки М, то 

— р и а-|- п 

будут тоже полярные координаты той же точки. Следовательно, 

знак длины радиус-вектора всегда можно переменить на проти¬ 
воположный, увеличивая в то же время полярный угол на тт. 




Очевидно, что, не меняя г, можно всегда полярный угол уменьшить 
или увеличить на 2тт к, где к — любое целое число. 

Положим, что нам дана некоторая кривая АВ уравнением в полярных 
координатах (черт. 121): 

/■=/(»). 

где г — непрерывная функция от го; через г' обозначим производную от 
г по го. Пусть МТ —касательная в точке М; через р обозначим угол 
ЗМТ , на который надо повернуть продолжение М3 радиус-вектора ОМ у 
чтобы его направление совпало с касательной. Если нам будет известен 
этот угол р, то нам будет известно и положение касательной. 
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В полярных координатах принято ориентацию касательной в точ¬ 
ке М определять углом р между продолжением радиус-вектора ОМ 
точки М и касательной» 

Чтобы его вычислить, возьмем точку М\ достаточно близкую к М и 
по ту сторону от М, в которую передвинется М> если ю получит поло¬ 
жительное приращение (черт. 121). Пусть р, —угол между секущей ММ 
и продолжением М5 радиус-вектора ОМ. Очевидно, что если М! будет 

бесконечно приближаться к М , то 

Иш р 3 = р. 

Вычислим сначала угол р 3 . 

Пусть при переходе от М к М' ко¬ 
ординаты точки М получают прираще¬ 
ния Д г и До). Тогда в треугольнике 
ОММ ' стороны ОМ и ОМ равны соот¬ 
ветственно г и г —Дг; углы при О и 
М равны Дсо и тг—д 1 ; угол при М т 
равен р 3 — До). Пишем, что стороны 
ОМ и ОМ относятся как синусы про- 
Черт. 121. тиволежащих углов. Имеем 



Г + Дг_ 5ІП (я — р 3 ) 

г зіп^ — До>) ’ 

1 I 8ІП »1 

г зіп (ц, — Дш) ’ 


5іпр 1 — 5)'п(^ 1 —Дв>) 
5ІП()І ] —Дю) 


До) / 

т • С 08 Р"" 

5ІП(Д 1 -Дю) 


Делим обе части на Дю, причем правую часть представляем в такой 
форме, чтобы можно было воспользоваться равенством Ііш =1. Имеем 


' , Дй>\ 

5ІП \ С05 


Д(Й I 5іп(р ] —Дю) 

т 


Дсо\ 

Ь-Т 


Предполагаем, что М' бесконечно приближается к М. В гаком случае 
Л© и Дг бесконечно умаляются, а потому 

. До • 

Дг 5Ш Т 

Нш—=/, Ііш —— 1 
До) До) 


н Иш р 3 = р. Поэтому в пределе из равенства (4) получим равенство: 


г со $ р 
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Теорема. В полярных координатах ориентация касательной опре¬ 
деляется формулой 


сіКР- = 


г'_ <Лп|г| 

г Лю 


(5) 


При выводе формулы (5) неявно 
предполагалось, что г для точки М по¬ 
ложителен. Если бы он был отрицате¬ 
лен (черт. 122), то ю был бы уже дру¬ 
гим углом, но чертеж показывает, что 
угол при О в треугольнике ОММ' по- 
прежнему равен Да>; что касается сторон 
ОМ и ОМ\ то они как геометрические 
отрезки имеют теперь длины: ОМ =— г, 
ОМ'= — (г-\- Дг), а потому и 

ОМ! _ — (г 4- Ьг) _ г \г 

ОМ ~г г , 

и мы получаем прежнее равенство (3 
ство (5). 



§ 156. Полярные подкасательная и поднормаль. 


Через полюс О (черт. 123) проведем к радиус-вектору ОМ перпен¬ 
дикуляр который пусть с касательной и нормалью, проведенными в 

точке М 9 пересекается в точках Т и N. 
Векторы ОТ и ОЫ называются поляр¬ 
ными подкасательной и поднормалью. 

Полярной касательной и полярной 
нормалью называются направленные 
отрезки ТМ и МЫ касательной и 
нормали между точкой соприкосно¬ 
вения М и точками Т и N их пере¬ 
сечения с перпендикуляром Я(? к ра¬ 
диус-вектору ОМ при условии счи¬ 
тать направление отрезка касатель¬ 
ной от Т к М, а нормали — от Л! 
к N. Проекции ТО и ОЫ направленных 
отрезков касательной и нормали на 
перпендикуляр Яф называются по¬ 
лярной подкасательной и полярной 
поднормалью. 

Положительным направлением 
перпендикуляра Я<? считается то 
направление, с которым совпадает направление радиус-вектора ОМ 
при повороте его в положительном направлении на прямой угол. 

Различаем два случая: когда угол ц острый (черт. 123) и когда он 
тупой (черт. 124). 

Согласно определению подкасательная ТО и поднормаль ОЫ суть 
векторы, направленные от Т к О и от О к N. Так как положительное 
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направление прямой Р($ — от Р к О, то на чертеже 123 длины векторов 
ТО и ОМ положительны; на чертеже 124 они уже отрицательны. Так как 

г* г 

го чертеж 123 из треугольников ОТМ и ОЫМ дает: 

70^гі#}і=^ , — |і)==г\ 0) 

а чертеж 124 — так как ТО и 0N для него отрицательны — дает 


— Т0 = г*8(п — }і) = — у , — 0№=г1^|і— = — г'. 


т. е. опять (I). 

г- 

Теорема. Длина полярной подкасательной равна у ; длина по¬ 
лярной поднормали равна гК 

Когда мы построим перпендикуляр РС} и установим на нем согласно 
определению положительное направление от Р к то если для длин 



ТО и ОМ по формулам 
(1)‘ мы получим поло¬ 
жительные значения, от¬ 
кладываем отрезки ТО и 
ОМ, как на чертеже 123; 
их откладываем, как на 
чертеже 124, если значе¬ 
ния получатся отрица¬ 
тельные. 

Особого внимания за¬ 
служивает выражение для 
длины поднормали: 



Мы привыкли обозначать декартовы координаты буквами х и у % а 
полярные — буквами г и м. Но будем радиус-вектор обозначать через 
у , а полярный угол — через х . Тогда уравнение кривой в полярных коор¬ 
динатах представится в форме 

У=/{х), 

а вместо (2) будем иметь 

ом=у. 

Если функция изображена кривой в полярных координатах, 
то ее производная изображается длиной поднормали. 

Часто говорят, что геометрически производная изображается танген¬ 
сом угла наклона касательной. Это верно, если сама функция изображена 
кривой в декартовых прямоугольных координатах. Но вообще нельзя 
говорить о геометрическом значении производной как о чем-то вполне 
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определенном. Геометрическое значение производной вполне зависит от 
того геометрического значения, которое мы приписываем функции и 
независимому переменному. 

Задача. Доказать, что: 

1) для архимедовой спирали г=а (а поднормаль во всех точках кривой 
равна постоянной величине а; 

2) гиперболическая спираль го) = а имеет во всех точках постоянную 
подкасательную, равную а. 


в 157. Заключение. 


1. Если л: — независимое, у — функция его, то в прямоугольных 
декартовых координатах уравнение касательной 


Ѵ-у=У(Х~х), 

а уравнение нормали 

Ѵ-у = -±(Х~х). 
У 


2. В 


полярных координатах 



Л Іп г 
~4ьГ' 


и длина нормали равна г . 

3. Таніенсом угла направления определяется только ориентация 
прямой , но не ее направление. 

4. Увеличивая или уменьшая на тт угол направления прямой, мы 
изменяем направление прямой на противоположное, но не изменяем 
ее ориентацию. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ВТОРАЯ 


ВЫПУКЛОСТЬ И ВОГНУТОСТЬ КРИВОЙ. ПРИЗНАКИ 
МАКСИМУМОВ И МИНИМУМОВ. 

Всякая кривая в области любой своей точки представляется нам более 
или менее выпуклой или вогнутой. Но выпуклость или вогнутость не 
есть свойство самой кривой. Сама по себе кривая не выпукла и не 
вогнута. Она становится выпуклой или вогнутой только в зависимости 
о г той точки зрения, с которой мы ее рассматриваем. Так, например, 
эллипс нам представляется вогнутым, если мы находимся внутри него, и 
выпуклым, если мы вне его. Так как точки зрения могут быть Бесьма 
разнообразны, то вполне естественно, что мы должны различать несколько 
видов выпуклости и вогнутости. 


§ 158. Понятие выпуклости и вогнутости кривой. 

Пусть М — обыкновенная точка на данной кривой. Будем рассматри¬ 
вать кривую только в области этой точки, т. е. только ту часть ее, кото¬ 
рая лежит внутри некоторого круга О, описанного вокруг точки М доста¬ 
точно малым радиусом (черт. 125). Радиус 
предположим настолько малым, чтобы 
внутри круга О не было ни одной осо¬ 
бой точки данной кривой. Круг 
О делится кривой на две части. 

Та часть области обыкно¬ 
венной точки М данной кри¬ 
вой, на которой лежит каса¬ 
тельная к кривой в точке М, 
называется стороной выпук¬ 
лости кривой в области точ¬ 
ки М, Другая часть назы- 
Черт. 127. вается стороной вогнутости 
кривой в области точки УИ. 

На чертеже 125 сторона вогнутости заштрихована. 

Понятие стороны выпуклости или вогнутости применимо только к 
обыкновенным точкам. Нельзя говорить о сторонах выпуклости или* 
вогнутости в области особых точек, а также в области точек перегиба. 
На чертеже 126 кривая в областях точек А, В и С не имеет сторон 
выпуклости и вогнутости. 

Кроме понятия сторон выпуклости и вогнутости, мы еще имеем по¬ 
нятие о выпуклости и вогнутости кривой как относительно точки, так и 
относительно направления. 

Говорят, что кривая в области обыкновенной точки М вогнута 
относительно точки О, не совпадающей с точкой М, если (черт. 127) 

2К4 







о 


Черт. 128. 
точки О 


Черт. 129. 
не выпукла и не 


точка О и кривая в области точки М лежат на одной и той же 
стороне касательной в точке М. 

Если же точка О и кривая в области точки М лежат на разных 
сторонах касательной в точке М (черт. 128), то говорят, что кривая 
выпукла в точке М относитель¬ 
но точки О. 

Это определение неприменимо 
к особым точкам и к обыкновен¬ 
ным точкам, совпадающим с той 
точкой, относительно которой рас¬ 
сматривается вогнутость или вы¬ 
пуклость. Кривая на чертеже 129 
в области точки О относительно этой же 
вогнута. 

Всякой прямой плоскость делится на две части. 

Каждая из двух частей, на которые пло¬ 
скость делится данной прямой РЯ> назы¬ 
вается стороной данной прямой (черт* 130). 

Одну из сторон называют положитель¬ 
ной, другую — отрицательной. 

Полезно сторону, выбранную за положи¬ 
тельную, воображать покрытой знаками плюс, 
а сторону, выбранную за отрицательную,— 
знаками минус (черт. 130). 

Пусть направленная прямая АВ изобра¬ 
жает некоторое направление от А к В. Как 
символ направления эта прямая может быть 
заменена любой примой, ей параллельной и 
одинаково с ней направленной. 

Стороной данного направления АВ , 
для прямой РЯ называется та часть 
плоскости, на которую попадает всякая 
точка М, движущаяся от прямой РЯ 
в данном направлении АВ. 

Для прямой РЯ на чертеже 130 сто¬ 
рона покрытая плюсами, есть сторона на¬ 
правления от Л к В; сторона, покрытая ду 
минусами, есть сторона противоположного 
направления — от В к А, 

Пусть М — обыкновенная точка на дан¬ 
ной кривой (черт. 131) и пусть направлен¬ 
ная прямая АВ служит символом некоторого направления, которое назовем 
данным. Провеіем касательную РЯ к данной кривой в точке М и вооб¬ 
разим, что мы стоим в точке М и смотрим в данном направлении АВ . 
Это направление на чертеже отмечено стрелкой. Возможны два случая: 
или мы будем при этом смотреть в сторону вогнутости кривой (черт. 131), 
или в сторону ее выпуклости (черт. 132). В первом случае кривая в обла¬ 
сти точки М лежит относительно своей касательной на стороне данного 
направления, во втором же случае — на противоположной стороне. 

Кривая в области обыкновенной точки М называется вогну¬ 
той (черт. 131) относительно данного направления АВ , если она 
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Черт. 131. 



относительно своей касательной лежит в области точки М на стороне 
данного направления. 

Если же кривая (черт. 132) относительно своей касательной 
лежит на стороне направления, противоположного данному, то кри¬ 
вая называется выпуклой в точке М отно¬ 
сительно данного направления АВ . 

Понятие о выпуклости или вогнутости 
кривой относительно данного направления 
можно определить, и не упоминая о касатель¬ 
ной к кривой, а именно так: 

Кривая в области обыкновенной точ¬ 
ки М называется относительно данного 
направления АВ вогнутой (черт. 131) или 
выпуклой (черт. 132) в зависимости от 
того, если мы смотрим из точки М в сто¬ 
рону данного направления, то смотрим ли 
мы при этом в сторону вогнутости кривой (черт. 131) или в сто¬ 
рону ее выпуклости (черт. 132). 

Ясно, что если кривая в области точки М вогнута в направлении АВ , 
то она выпукла в противоположном направлении. Мы в дальнейшем 
обыкновенно будем рассматривать вогнутость и выпуклость относительно 
положительного направления оси К, которую будем считать вертикаль¬ 
ной. Но если данное направление вертикально и 
направлено снизу вверх, то обыкновенно поль¬ 
зуются следующими выражениями: о кривой АВ 
(черт. 133) говорят, что она в области точки М 
вогнута вверх и выпукла вниз. Напротив, в обла¬ 
сти точки М кривая СО выпукла кверху и вог¬ 
нута книзу. 

Необходимо иметь в виду, что когда возни¬ 
кает вопрос, на какой стороне касательной в обла¬ 
сти точки М лежит данная кривая, то при этом 
принимается во внимание не вся кривая, а только 
та часть ее, которая лежит в области точки М. 

Поэтому, например, про кривую на чертеже 134 
мы должны сказать, что в точке М она вогнута 
кверху, хотя она почти вся лежит ниже своей 
касательной Р(}. 

Понятие о выпуклости и вогнутости отно¬ 
сительно данного направления применимо только 
к обыкновенным точкам кривой, и то не ко 
всем. Оно неприменимо к особым точкам кривой, 
а также к тем обыкновенным точкам, каса¬ 
тельные ѵ которых параллельны данному на¬ 
правлению. 

Поэтому если касательная в точке 5 (черт. 135) 
параллельна АВ У то кривая СО в точке 5 относительно направления АВ 
не выпукла и не вогнута, Поэтому же эллипс (черт. 136) 



Черт. 134. 



Черт. 132. 


X 2 V 2 

-4- — — 1 
а 2 ^ Ь* 
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выпукл вверх во всякой точке верхней половины и вогнут кверху во 
всякой точке нижней половины. Но в точках Л и Л' он не выпукл и 
не вогнут относительно оси К. Но относительно положительного на¬ 
правления оси X он в точке А выпукл, а в точке А 1 вогнут. Отно¬ 
шу. сительно того же направления оси ^ он в тсч- 

I • ках Б и Б 9 не выпукл и не вогнуг. 


1 



$ 


т 


с 

Черт. 135. 



§ 159. Признаки выпуклости и вогнутости. Точки перегиба. 

Пусть кривая дана непрерывной функцией 

у =/(*). 

Считая ось X горизонтальной, а ось У вертикальной и направленной 
снизу вверх, мы будем исследовать выпуклость и вогнутость кривой 
относительно положительного направления сси У. 

Так как кривая может лежать частью выше оси Х у частью ниже ее, 
то, чтобы наши рассуждения относились ко всем случаям, мы не будем 
изображать на чертеже ни оси X, ни 
оси К. Вместо них мы проведем одну 
какую-нибудь прямую Р0_ (черт. 137), 
параллельную оси X и лежащую ниже, 
есін не всей кривой, то, по крайней 
мере, ниже ее в области точки М. Так 
как эта прямая проводится параллельно 
оси X , то угол а между нею и каса¬ 
тельной к кривой равен углу между 
осью X и касательной, а потому 

а =/(*). 

Нам придется пользоваться следующим 
свойством угла: если угол увеличивается, 

то тангенс его тоже увеличивается, причем безразлично, в какой четверти 
лежит угол. Кроме того, будем опираться на теорему о том, что про¬ 
изводная возрастающей функции вообще положительна, а произволная 
убывающей функции вообще отрицательна. 

Предположим, что когда х изменяется в некотором достаточно малом 
интервале (р % д) 9 то часть кривой 

у=Л*)> 

соответствующая этому интервалу, во всех точках вогнута вверх (черт. 137). 
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В какой-нибудь точке М х и достаточно близкой к ней точке М 2 
проводим касательные. Если а } и а 2 — углы наклона их и если точка М 2 
взьта справа от М ]% то будут ли угли а 2 и а 2 острыми (черт. 137), или 

тупымы(чертГ 138) всегда а,<а 2 . 

Отсюда заключаем: если точка при¬ 
косновения М движется по кривой вправо, 
т. е. если х возрастает, то . угол а 
тоже возрастает. Иными словами это 
значит, что а есть возрастающая функ¬ 
ция х . Но в таком случае и тоже 
возрастающая функция х. 

Но а —/{х). Следовательно, /'( х ) 
есть возрастающая функция, а потому 
ее производная, т. е. / 7 *)» вообще 
положительна: 

Пх)Ш 0 . 

Это, — если кривая вогнута кверху. Пусть она теперь во всех точках выпукла 
кверху. Делаем прежние построения (черт. 139 и 140), т. е. проводим 
касательные в точке М г и в достаточно близкой к ней точке ле¬ 
жащей справа от М ѵ Мы видим, что теперь а потому когда 





точка М движется вправо, т. е. когда х возрастает, то а уменьшается. 
Следовательно, теперь 1§а, а потому и /(х )—убывающие функции х. 
Но если /{х )—убывающая функция, то ее производная вообще отрица- 
тельна, /-<„^ 0 . 


Отсюда 

Теорема. В точках вогнутости кверху вторая производная /"(«*) 
вообще положительна; она вообще отрицательна в точках выпукло¬ 
сти кверху. 

Рассмотрим теперь значение /”(х) в точках перегиба. 

Пусть С — точка перегиба и с — ее абсцисса (черт. 141 и 142). 
Отложим влево и вправо от с настолько малые интервалы (р, с) и (с,д), 
чтобы та часть кривой, которая соответствует интервалу (р, д) г не имела, 
кроме С, ни одной особой точки. Тогда в одном из подынтервалов 
(р, с ) и (с, 0 ) кривая вогнута, а в другом выпукла, а потому в одном 
из этих подъинтервалов вторая производная /'(с) вообще положительна, 
л в другом вообще отрицательна. Следовательно, когда х переходит 
через с , то функция /'( х) меняет знак своих значений. Поэтому в 
точке с она или обращается в нуль или прерывна. Получаем теорему: 
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В точках перегиба вторая производная / "(х) равна нулю или 
прерывна. 

В результате, предполагая, что /"(*) непрерывна при х = с, мы 

доказали, что 

1) если С — точка вогнутости, то О, 

2) 9 С „ выпуклости . )"(<?)<*(), (I) 

3) „ С „ перегиба, » /"(с) = 0. 

Мы видим, что /*(х) может равняться нулю во всех трех случаях. 
Поэтому, если мы знаем, что С — точка перегиба, то мы можем утвер¬ 
ждать, что /" (с) = 0. Но из того, что /"(с) = 0, еще не следует, что 
С — точка перегиба Точками перегиба могут быть только корни урав¬ 
нения /'(*) = 0, а потому те точки кривой , для которых /"( х ) обра¬ 
щается в нулЬу назовем возможными точками перегиба. 

Из таблицы (1) заключаем: 

Если для кривой А 


в рассматриваемой точке М первая и вторая производные непреры¬ 
вны, то кривая в точке М заведомо вогнута вверх при положи¬ 
тельном значении второй производной в этой точке; кривая вогнута 
вниз, если значение второй производной в этой точке отрицательно. 

Если же значение второй производной равно нулю, то имеем 



Черт. 141. Черт. 142. 


Черт. 143. 


Не мешает обратить внимание, что вогнутость и выпуклость кривой 
зависит от свойств второй производной /"(*), но не первой производ¬ 
ной / г (х), играющей столь большую роль при определении максимумов 
и минимумов функции. 

Рассмотрим как пример кривую (черт. 143) 

у = х*. 

Полагая /( х) = х з, имеем 

/'(х) = 3х*, /"(*) = б*. 

Видим, что: /"(ж) > о, если х > 0; 

/ и (ѵ) <0, если х < 0. 

Следовательно, кривая справа от оси У всгнута кверху, а слева от той же 
оси выпукла. 

Приравнивая вторую производную нулю, получим уравнение, которое имеет 
только один корень. Следовательно, точкой перегиба может быть только единствен¬ 
ная точка х = 0, т. е. начало координат. Она как раз и есть таковая. 


19 ДиАеоенииальное исчисление. 
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§ 160. Признаки максимумов и минимумов. 

Пусть с — абсцисса точки С. Если в точке С кривая имеет максимум 
или минимум и если/(дс) непрерывна в точке с , то необходимо /*(с) = 0. 
Но если мы знаем только то, что }'(с) = 0, то мы еще ничего не можем 
утверждать, какой же именно точкой будет точка с ,—точкой ли макси¬ 
мума или точкой минимума, или ни той, ни другой. 

Исследуем же более подробно, какой точкой может быть точка с , 
если 

/(с) = 0. 

Ясно, что касательная в точке С (черт. 144) должна быть параллельна 
оси X. При этом слева от С кривая может лежать или выше (случаи 
1 и 3) или ниже (случаи 2 и 4) касательной. Такие же два случая воз¬ 
можны для кривой и справа от С. В результате имеем только четыре 
следующих возможных случая: 



1 2 3 4 

Черт. 144.“: 

Непосредственное рассмотрение чертежа [показывает, что *в первом 
случае имеем минимум, во втором — максимум, в двух остальных — ни 
того, ни другого. 

Мы видим, что максимум и минимум функции тесно связаны с выпук¬ 
лостью и вогнутостью кривой, изображающей эту функцию. Выпуклость 
же и вогнутость зависят от знака второй производной. Поэтому, обращая 
внимание на знак второй производной в точке М , мы убеждаемся, что: 

если /'(с) > 0, то кривая в точке С вогнута кверху, а потому с — 
точка минимума; 

если /*(с)< 0, то кривая в точке С выпукла кверху, а потому с — 
точка максимума; 

но если /"(с) = 0, то мы суверенностью ничего не можем утверждать 
о точке с. Она может быть, но может и не быть точкой перегиба. 

В результате имеем уже знакомую нам теорему: 

Максимумами и минимумами могут быть только те точки, в ко¬ 
торых первая производная или бесконечна или равна нулю. 

Если производная в точке с равна нулю: 

Г(с) = О, 

то, чтобы решить вопрос, есть ли точка с точка максимума или точка 
минимума, надо вычислить значение второй производной в точке с. 

Если вторая производная в точке с положительна, ю с — точка 
минимума. 
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Если вторая производная в точке с отрицательна, то с — точка 
максимума. 

Если же и вторая производная в точке равна [нулю, то имеем 
так называемый сомнительный случай. 

Пусть, например, 

Чтобы найти максимумы и минимумы, вычисляем /'(*). Найдем, что 

/(л)=(х-і)(з*+;і). 

Приравнивая /'(*) нулю, найдем два корня: 

. 1 

х 1 — Ь х 2 — а • 


Каждый из них может быть точкой экстремума, но может ей и не быть, 
Вычисляем / ’(х ). Находим 

/’(*) = 2 (Зх-1). 

Но 


а потому функция Дх) имеет при дг=1 минимум, а при х — — і — 

О 

максимум. 


§ 161. Исследование формы кривой. 

Когда кривая дана аналитически уравнением 

У=№* 

то первый вопрос, который возникает, это вопрос о форме кривой. Мы 
теперь имеем все данные для того, чтобы решить этот вопрос в каждом 
частном случае. 

Мы сначала вычисляем первую и вторую производные. При этом 
первый шаг, который в каждом случае приходится делать, заключается 
в том, чтобы найти те значения, при которых сама функция /(х) или 
ее производные ]\х) и /'(*) прерывны. Это необходимо потому, что 
все теоремы, доказанные нами, приложимы только в тех случаях, когда 
эти функции непрерывны. 

Найдя корни уравнения 

/'(*)= О, 

мы тем самым найдем те точки кривой, которые могут быть точками 
максимумов и минимумов. Благодаря этому мы будем знать в общих 
чертах течение кривой. После этого мы исследуем вторую производную 
Для этого полезно решить сначала уравнение 

/'(*) = О, 

потому что только корни этого уравнения могут дать точки перегиба. 

Найдя корни, мы отмечаем соответствующие им точки. Тогда мы 
можем быть уверены, что ни одна из остальных точек кривой не может 
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быть точкой перегиба. Исследуя знак второй производной, мы узнаем, 
в каких областях кривая вогнута, в каких выпукла. После этого форма 
кривой становится очевидной. 


§ 162. Астроида. 

Астоондой называется кривая, уравнение которой в декартовых прямоуголь¬ 
ных координатах имеет вид: 

1 2 1 

х 3 +у*=а 3 , 0) 

где а — положительная величина. 

Уже из віешнеВ формы уравнения (1) можно сделать ряд заключений о 
форме крив й. В ур в ение (]) лг и у входят только в квадратах, что ясно, 
если переписать уравнение в тайкой ферме: 

Ѵ-т , з ■—- з,— 
у** + уУ 2 =У а'. 


Поэтому, если координаты какой-нибудь т >чки М (дГ|,у 4 ) удовлетворяют этому 
уравнению, ю ему также удовлетвори ют и координаты точек ( —* 4э< у|). 

( — у { )ч симметричных точке (дг 4 . у 4 ) относительн > осей и на ала коор¬ 
динат. Слідовѵгелы о, астроида есть кривая, для которой оси координат служат 
осями .симметрии. Поэтому мы можем оіраничиться исследованием только той 
части кривой, котор я лежит в основном к ординатном уму. Из симметрии мы 
потом легко за к юіим о ф рме кривой и в остальных координатных умах. 

Квадрат в як то действительного числа пол жителем, а сумма положитель¬ 
ных слагаемых больше каждого слагаемого, а потому из 0) заключаем, чго 


Возводя в куб, получим 
Отсюда следует, что 
т. е. что 


х 3 ^а 3 , у 3 ^в 3 . 

у*^А. 
\х\^а, \у\^а, 
аіьх^а, — а^у^а. 


( 2 ) 


Следовательно, хи у догут принимать только значения, лежащие в промежутке 
(- а, а). 

Отмеч ем (черт. 145) на оси Л* точки А и А с абсциссами 4* а и —я, а на сси 
К—точки В и В' с ординатами + а и - а. В точках А и А восставляем перпен¬ 
дикуляры ИЗ и КО к оси X, ъ ь точках В и В — перпенд икуляры 03 и КН 
к оси К. Из (2) заключаем, что каждая тачка кривой, а потому и вся кривая, 
лежит внут и квадрата КОЗИ. 

Полагая в уравнении астроиды 

х 3 +у 3 .=а 3 (3) 


У = 0, найдем х = + а. Следорателі но, точки А и А принадлежат астроиде. 
Также ей принадлежат и то ки В н В, потому что, полагая в (3) *=^0, 
найдем у = ±а. Эги точки назовем вершинами астроиды. Из (3) имеем 


У 



Для каждого х получаем для .у два противоположных значения; отсюда снова сле¬ 
дует симметрия кривой оітсительно • си X. Ордината у для всей астроида — 
двузначная ф\нкция, но если рассматривав только или верхнюю половину или 
нижнюю, то для каждой из них у — уже однозначная функция. 
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Рассмотрим ту часть кривой, которая лежит в основном координатном углу, 
т. е. для которой х и у положительны. Для этой части из $) имеем 


,=+Ѵ (. 



Ясно, что когда х увеличивается от нуля до с, то у уменьшается от а до нуля. 
Следовательн >, кривая и пет от точки В к точке А падая. 

Посла этих п *дварительных 


заключений, выведенных только из 
рассмотрения внешней формы ура¬ 
внения астроиды, вычисляем про¬ 
изводные у и у". Диференцируя 
(3;, найдем 

1 

у 3 

У " —^т» (4) 


а потому 

і _ 2. і _ 2. 

, 1 х*у Зу’-.уйх 3 

У —’ я 2 


В правой части заменяем У изЦ4): 




1 « 2 
+у 3 х~"* 



X 


3 


Черт. 145. 


_і _±/ 2 

і х г у 3 ) 

-з і 

* з 

Принимая во внимание (3), окон¬ 
чательно 

2 



Злг 3 у а 


Если у > 0, то У' > 0; если у < 0, 
то у ' < 0. < лгдовательно, верхняя 
половина астроиды вогнута квер¬ 
ху, а нижн»я ее половина вогнута 
книзу. 

Из (4) следует, что в точке А 
у —0, так как у = 0. Следова¬ 
тельно, в этой тонне касательная 
совпадает с о ью абсцисс. Каса¬ 



тельная в точке В совпадает с осью 
орд шат, потому что в этой точке 
х = 0 и У = оо. 


Черт. 146. 


Таким о Стазом, та часть астроиды, которая лежит в основном координатном 
углу, начинаясь в точке В , идет падая віи, к точке А. При этом она вогнута 
кверху и касается о:ей коо>динаг в точках В и А Тепепь ясна форма кривой 
в оси. вном к юрдинатном углу. Из ее симмтрии относительно осей координат 
вполне ясна и вся форма астроиды (черт. 146). 
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Из-за с всей формы астроида, что по-гречески значит .звездоподобная*, и 
получила свое название. Каждая вершина астроиды является точкой возврата 
первого рода. 

Задача. Доказать, что отрезок Р<? касательной к астроиде между осями 
в любой точке М астроиды равен постоянной величине а. 


§ 163. Цепная линия. 


Цепной линией называется всякая линия, уравнение которой в прямо¬ 
угольных координатах 

* х 


У —а 


е? +е 
2 


а 


9 


0 ) 


где а»положительная величина, называемая параметром цепной линии. 

Так как при всяком показателе е* > 0, то у при всяком х положителен и 
потому цепная всеми точками лежит выше оси X . 

Если х заменить через — х, то уравнение (1) не изменит своей формы. 
Следовательно, цепная расположена симметрично относительно оси К. 

Полагая * = 0, найдем у=а. Построим точку А с этими координатами. 
Точка А, координаты которой Она, называется вершиной цепной 

линии. 



Из (1) имеем 

у-ЦКгЛ 


( 2 ) 


Чтобы судить о знаке производ¬ 
ной, напишем так: 

Если г > 0, то е* > 1; если г < О, 
то 0 *< 1; но при всяком г сама 
функция е* всегда положительна. 

х 

Поэтому в (3) множитель е а поло¬ 
жителен, а скобка положительна, 
если х > 0, и отрицательна, если 
х < 0. Следовательно, 

У > 0 при х > 0, 
и 

У < 0 при х < 0, 


а потому цепная от вершины А как слега, так и справа поднимается. 

+ оо — со 

Вопрос, как высоко она поднимается. Так как е=+оо, 0 = 0 , то из (1) 
заключаем: 

если х —>• + оо, то у —>> + оо , 
и 


если х —+ — оо, то у —>■ + ос- 


Следовательно, поднимаясь от вершины, цепная обеими ветвями уходит в 
бесконечность. 

Из (2) имеем 

а потому цепная везде вогнута кверху. 

Теперь нетрудно видеть, что цепная имеет форму кривой на чертеже 147. 
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Возьмем очень тонкую нить или цепочку с чрезвычайно мелкими звеньями 
и будем держать ее ненатянутой за ее концы. В механике доказывается, что 
свободно висящая цепь принимает точно форму части цепной линии, а отсюда 
и ее название. 

Функции 

е* + е-х ех — е~ х 
2 2 


называют: первую — гиперболическим косинусом, 
синусом. Их обозначают так: 

созЬурдг, зіпЬурдг, 


или короче так: 


сЬ дг, зЬ дг, 


вторую — гиперболическим 


что читают так: косинус гиперболикус, синус гиперболикус. 
Следовательно, по определению 

е* + е-* а е х — е~* 

сЬх^= - 2 — зіі і =- 2 -■ 


Пользуясь этими обозначениями, уравнение цепной представится в такой про¬ 
стой форме: - 



Задачи. 1. Доказать, что во всякой точке М цепной длина перпендику¬ 
ляра ф(7, опущенного из основания ордінаты точки М на касательную в ней, 
равна постоянной величине а . 

2. Кривая у=е-х % называется кривой вероятности. Исследовать ее форму. 

3. Исследовать кривую 

^ = г-**5іпдг, 

где к > 0, называемую кривой затухающих колебаний. 

Найти ее точки максимумов и минимумов и точки ее пересечения с осью Л'. 
Полагая 8 = ат1\%к 9 І 2 й = к, г Де * “ некоторый угол в первой четверти, 
так как к > 0, показать, что для точек перегиба х = — 2о + ті а для то¬ 
чек экстремумов х = у — 2 ± ля. Доказать, что точки максимумов лежат на 
кривой .у = (соз8)е-** точки минимумов —на кривой ^ = (соз$)*-**. 


§ 164. Заключение. 

1. Для кривой у=/{х) в точке вогнутости кверху /'(дг) ^>0; в точ¬ 
ке выпуклости кверху /'( х )^0 и в точке перегиба /(*) = 0. 

2. Если /(с) = 0 и /"(с) <|0, то с —точка максимума; если же 
/*(с)> 0, то с.— точка минимума. Если /*(с) — 0, то имеем сомни¬ 
тельный случай. 




ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ТРЕТЬЯ 


ОСНОВНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ И СВОЙСТВА ПЛОСКОЙ КРИВОЙ. 

До сих пор мы применяли понятие производной к изучению только 
некоторых свойств кривых, например к определению их выпуклости и 
вогнутости. Теперь перейдем к более подробному изучению свойств 
кривых. 

Свойства кривых весьма разнообразны. Ниже мы рассмотрим только 
те из них, которые необходимы для достаточной характеристики всякой 
кривой. Те величины, которыми определяются эти свойства, назовем 
основными элементами кривой. 

Очевидно, что понятие основного элемента, определенного таким 
образом, несколько шатко, потому что остается открытым вопрос, какие 
же именно свойсіва должны быть признаны необходимыми для достаточно 
полной характеристики всякой кривой. Ответ, очевидно, зависит от той 
точки зрения, с которой изучается кривая. Поэтому понятие основного 
элемента можзт быть отчетливо выяснено только тогда, когда мы рас* 
смотрим все эти элементы, каждый в отдельности. 

§ 165. Направленная кривая. 

Как на всякой прямой, так и на всякой кривой мы можем различать 
два взаимно противоположных направления. Это те два направления, в 
которых может двигаться точка по кривой. 

Одно из двух возможных направлений на кривой называют 
положительным, другое — отрицательным. 

Кривая, для которой установлено положительное ее направле¬ 
ние, называется направленной кривой. 

Положительное направление кривой часто также называют просто 
направлением кривой. 

Какое именно направление на кривой принять за положительное, ка¬ 
кое за отрицательное, это в каждом случае определяется совокупностью 
всех условий рассматриваемого вопроса. Но в конце концов этот выбор 
решается только актом нашей воли. 

Всякая прямая может вращаться около любой точки или по часовой 
стрелке или против нее. 

Из двух возможных вращений прямой около точки одно назы¬ 
вается положительным, другое—отрицательным. 

Когда на плоскости выбрана прямоугольная декартова система 
координат, то за положительное направление вращения обыкно¬ 
венно принимают направление того вращения, которым положи¬ 
тельное направление оси абсцисс поворотом на прямой угол при¬ 
водится к совпадению с положительным направлением оси ординат. 
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Так как при теоретических исследованиях мы предполагаем ось абс¬ 
цисс горизонтальной, направленной слева направо, а ось ординат вер* 
тикальной, направленной снизу вверх, то: 

Обычно , если не будет указано противное , за положительное 
вращение мы будем считать вращение против часовой стрелки . 

Когда на кривой выбрано положительное направление, то так же 
произвольно может быть выбрано положительное направление как для 
касательной, так и для нормали. Но от этого произвола мы раз навсегда 
откажемся. % 

Условие. Положительное направление касательной всегда при¬ 
нимается в ту сторону от нормали, в которую направлена кривая 
(черт. 148). 

Положительным направлением 
нормали считается то направление, 
с которым совпадает положительное 
направление касательной, если ее 
повернуть на прямой угол в поло¬ 
жительном направлении, т. е. в том 
направлении, в котором надо вра¬ 
щать на прямой угол ось X , чтобы 
ее направление совпало с направле¬ 
нием оси У. 

Тот угол, на который надо по¬ 
вернуть ось Х 9 чтобы ее направле¬ 
ние совпало с направлением 'каса¬ 
тельной, называется углом направле¬ 
ния касательной. 

Углом направления нормали на¬ 
зывается тот угол, на который надо 

повернуть ось Х 9 чтобы ее направление совпало с направлением 
нормали. 

Мы будем угол направления касательной обозначать попрежнему че¬ 
рез а, а угол направления нормали — через (I. 

Проветем через начало О прямые ОТ и ОД/*, параллельные касатель¬ 
ной и нормали в точке М и одинаково с ними направленные (черт. 148). 

Повернув ось X на угол а, получим направление касательной. По¬ 
тт 

вернув ее еще в положительном направлении на угол —, т. е. повер¬ 
нув всего на угол получим направление нормали, а потому: 

углы направления нормали и касательной всегда связаны ра¬ 
венством 





і 71 


Но это равенство имеет место только благодаря нашему условию 
принимать нормаль направленной так, как мы условились. 

Поэтому если для кривой Р($ на чертежз 148 положительное напра¬ 
вление выбрано от Р к то положительное направление касатель¬ 
ной мы должны считать от М к Т , а нормали — от М к N. Но если 
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положительное направление той же кривой выбрано от <2 к Р % то тем 
самым положительное направление касательной устанавливается от Ж к 
Г, а нормали — от М к №. Следовательно, 

изменяя положительное направление кривой в противоположное, 
мы тем самым изменяем направления как касательной, так и нор¬ 
мали в противоположные. 

В тесной связи с выбором направления кривой стоит понятие о по¬ 
ложительной или отрицательной изогнутости кривой. Это понятие в 
дальнейшем будет играть большую роль. 

Проведем в точке М касательную к кривой и пусть Оі — прямая, 
параллельная этой касательной, одинаково с ней направленная и прохо¬ 
дящая через начало координат (черт. 149). Вообразим, что точка М 
движется по кривой в положительном направлении, увлекая с собой ка¬ 
сательную, и пусть при этом прямая Оі вращается около О, оставаясь 
всегда параллельной касательной. Следовательно, когда точка М перей¬ 
дет в ЛГ и касательная займет положение М'Т\ то прямая Оі перей¬ 
дет в положение ОН , параллельное новой касательной М'Т. 



Черт. 149. Черт. 150. ’ 


При этом возможны два случая: при движении точки М прямая Оі 
может вращаться или против часовой стрелки (черт. 149), или по часо* 
вой стрелке (черт. 150). Говорят, что в первом случае кривая изогнута 
положительно, а во втором случае — отрицательно. Следовательно, 

направленная кривая называется положительно или отрицательно 
изогнутой в зависимости от того, как вращается касательная, по¬ 
ложительно или отрицательно, при движении точки прикосновения 
в положительном направлении кривой. 

Но необходимо принять во внимание, что положительная или отри¬ 
цательная изогнутость не есть свойство геометрической кривой, а свой¬ 
ство направленной кривой. О положительной или отрицательной изог¬ 
нутости можно говорить только после того, как выбрано положительное 
направление кривой, и ясно, что 

положительная изогнутость переходит в отрицательную, и об¬ 
ратно — отрицательная переходит в положительную, если изменить 
направление кривой. 

Поэтому всякую кривую по желанию можно сделать изогнутой 
положительно или отрицательно. Все зависит оттого, как выбрано 
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направление кривой. Так, например, кривая АВ на чертеже 149 изогнута 
положительно, если ее направление считать от А к В, Но та же кривая 
станет отрицательно изогнутой, если ее направление считать от В к А. 

Когда точка прикосновения касательной движется по кривой в 
положительной направлении, то угол а направления касательной 
возрастает, если кривая изогнута положительно, и убывает, если 
изогнутость кривой отрицательна. 

Это становится очевидным, если принять во внимание, что в первом 
случае касательная вращается против, а во втором случае по часовой 
стрелке. 

§ 166. Дуга кривой. 



Если кривая представляется как один непрерывный след точки, то 
всякая часть ее, ограниченная двумя точками, называется ее дугой. 
Отрезок прямой, соединяющий концы дуги, называется ее хордой. 

Неразрывно с представлением всякой дуги у нас связывается и пред¬ 
ставление о ее длине. Но хотя это представление нам кажется вполне 
естественным, однако не так легко установить 
точное понятие о длине дуги кривой. 

При измерении отрезков прямых линий 
мы опираемся на метод наложения, а именно, 
выбрав единицу меры отрезков, мы ищем, 
сколько и каких частей этой единицы может 
уложиться в измеряемом отрезке. 

Но если мы тот же метод пожелаем приме¬ 
нить к измерению дуги кривой линии, то мы 
встречаемся с непреодолимым затруднением, 
потому что всякий отрезок прямой, хотя и мо¬ 
жет иметь с дугой одну или несколько общих 
точек, но не может совпадать с нею всеми 
своими точками. Следовательно, при опреде- Черт. 151. 

лении длины дуги кривой линии нельзя при¬ 
менять метод наложения. Чтобы преодолеть это затруднение, мы пред¬ 
варительно должны дать такое определение длины дуг кривых линий, 
которое давало бы возможность сравнивать отрезки и дуги, не прибегая 
к методу наложения. Путь, ведущий к этой цели, подсказывается нам 
наглядным представлением дуги кривой. 

Между концами А и В данной дуги (черт. 151) вставим достаточно 
большое число промежуточных точек А ѵ А 2> А 8 , . і А п -ѵ Соединив я* 
хордами, получим вписанную ломаную линию, длину которой будем также 
называть ее периметром. 

Выбирая так или иначе промежуточные точки, мы будем получать 
различные вписанные ломаные, но при всем многообразии их наглядное 
представление ставит нас лицом к лицу перед следующим фактом: чем 
ближе друг к другу взяты промежуточные точки и чем меньше, благодаря 
этому, стороны ломаной, тем меньше в нашем представлении ломаная 
линия отличается от дуги, в которую она вписана, и тем более мы 
склонны считать длину дуги приблизительно равной длине вписанной в 
нее ломаной. Правда, мы сознаем, что как бы велико ни было число 
звеньев ломаной и как бы эти звенъп ни были малы % всегда ломаная 
остается ломаной и никогда она не может стать кривой , а потому 
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и длина ее никогда не равна длине дуги. Но сознавая это, мы в то же 
время склонны считать, что хотя длина ломаной и длина дуги никогда 
не могут быть равными, однако разность между ними может быть сде¬ 
лана как угодно малой, лишь бы только звенья были достаточно малы. 
В действительности, конечно, мы не имеем никакого права говорить о 
разности между длинами дуги и ломаной. Прежде чем о ней говорить, 
необходимо ввести понятие о длине дуги. Пока же это понятие не уста¬ 
новлено и пока, следовательно, нет еще длины дуги, нельзя и говорить 
о разности между существующей длиной ломаной и не существующей 
длиной дуги. Ясно, что чувство, связінное с представлением кривой, 
нас обманывает. Но, обманывая нас, оно в то же время подсказывает 
путь к установлению точного понятия о длине дуги. 

Вообразим, что мы вписали в дугу какую-нибудь ломаную и пусть 
I — длина ее. Увеличим теперь число ее звеньев. Для этого достаточно, 
например, прибавить к уже вставленным точкам новые точки, вставляя, 
например, между каждой парой старых точек новую точку. Приняв 
старые и новые точки за вершины новой вписанной линии, получим 
новую ломаную, длина которой пусть будет /\ Мы теперь можем снова 
вставить новые точки. Получим новую ломаную. 

Вообразим же какой-нибудь закон, по которому мы безгранично 
увеличиваем число звеньев ломаной линии так, что в то же время сами 
звенья бесконечно умаляются. Так как мы склонны считать, что при 
этом длина ломаной будет все меньше и меньше отличаться от не су¬ 
ществующей пока длины дуги, то введем такое 

Определение. Длиной дуги кривой линии называется тот предел, 
к которому стремится длина вписанной в нее ломаной в предпо¬ 
ложении, что число звеньев ломаной бесконечно возрастает так, 
что сами звенья бесконечно умаляются. 

Опираясь на это определение, легко докажется следующая 

Лемма. Если дуга АВ не имеет ни точек возврата, ни точек 
перегиба и лежит вся внутри треугольника, образованного ее хор¬ 
дой и касательными в конечных ее точках А и в, то длина дуги 
больше длины хорды и меньше суммы отрезков АЬ и ВІ каса¬ 
тельных между точками их касания и точкой их пересечения. 

Пусть / и с —длины дуги и хорды. Требуется доказать, что 

С</<ЛІ+Д^. (1) 

Впишем в дугу АВ какую-нибудь ломаную. Пусть р — ее периметр. 
Так как по условию все точки дуги обыкновенные, то ломаная будет 
выпуклой. Из элементарной геометрии известно, что в таком случае 

+ ( 2 ) 

Будем увеличивать бесконечно число звеньев так, чтобы сами звенья 
бесконечно умалялись. Тогда Нш р = І ш а потому неравенства (2) в пре¬ 
деле обратятся в неравенства (1), и лемма доказана. 

Заметим, что точка В должна быть взята достаточно близко к И, 
чтобы дуга лежала внутри упомянутого треугольника. Так, например, 
если на чертеже 152 вместо точки В возьмем точку В\ то треуіольник 
АЬЫ заменяется треугольником АІ'В'. Ясно, что дуга АВ' не лежит 
внутри этого треугольника *). 

*) На чертеже точка V пересечения касательных в точках А* и В' не изображена. 
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Замечания. 1. Приведенное доказатеіьство не совсем строгое. При пере¬ 
ходе к пределу неравенства или сохраняются иди обращаются в равенство. По¬ 
этому из (2) следует не (1), а соотношение 

с^І^АЬ + ВЬ. (3) 

Но легко видеть, что в этом случае равенства не может быть. 

Прежде всего очевидно, чо <?</, потлму что всегда с<р н при увеличе¬ 
нии числи сторон ломаной пери етр ее возрастает. 

Чт. бы доказать, что и в прав .ій части (3) не может быть равенства, прове¬ 
дем (черт. 152) вспомогательную линию МЫ. Тогда сначала вместо (2) можно 
написать неравенство 

р<АМ + МЫ + ЫВ. 

Переходя к пределу, получим 

І^АМ + МЫ + ЫВ, (4) 

и так как заведомо 

МЫ < МІ + ІЫ, 

то из (4) получаем (1). 




2. Если дуга имеет особые точки или точки перегиба, то лемма может не 
иметь места. Действительно, іозьмем «ибкѵю, т нкую нить, эагедомо длиннее в 
несколько раз ломаной АТВ (черт. 153). Эту нить мы можем уложить так, как 
показано на чертеже 153, и равенство (1) не имеет места. Но зато дуга АВ имеет 
точки перегиба. 


§ 167. Отношение дуги к хорде. 

Теорема. Предел отношения бесконечно умаляющейся дуги к 
ее хорде равен единице. 

Пусть с н I — длины хорды и дуги ММ' (черт. 154), причем пред¬ 
положим, что точка М! взята настолько близко к М, что на дуге нет 
ни одной точки возврата, ни точки перегиба и что дуга лежит внутри 
треугольника, образованного хордой и касательными в концах дуги. Из 
точки М' опустим перпендикуляр /И’ф на касательную МТ. Ясно, что 
МТ-\- М!Г<М<3-\-М'(2, а потому согласно лемме 

с</<М<? + Л*Ч?, 

и если © — угол между хордой и касательной МТ, то 

с < / < с соз © -(- с зіп ш. 
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Деля на с, имеем 

1 < — «< С05 0) 4- 5ІП ш. 
с 1 

Пусть Ж' бесконечно приближается 
к Ж. В пределе угол и> равен нулю, а 
потому из (1) следует: 

1 ^Нт -<1, 

— С — 


т. е. имеем 

Нт— =1, 

с 


и теорема доказана. Ее можно формулировать иначе. Так как две бес¬ 
конечно умаляющиеся величины называются эквивалентными, если 
предел отношения их равен единице, то 

бесконечно умаляющаяся дуга эквивалентна хорде. 

Рассмотрим частный случай этой теоремы. На окружности радиуса 
единица возьмем дугу АВ % равную х , и отложим равную ей дугу АВ' 
(черт. 155). Пусть / — длина дуги В'АВ , а с — 
длина ее хорды В 9 В , и пусть х бесконечно ума¬ 
ляется. Согласно теореме 

Нт — = 1. 
с 

Но очевидно, что 1 = 2х, с = 2зіпдг, а потому 


х Черт. 155. 

и мы получили известную теорему о том, что предел отношения синуса 
бесконечно умаляющейся дуги к самой дуге ра ген единице. 



§ 168. Кривизна кривой. 

Кривая в области всякой своей точки представляется нам более или 
менее изогнутой, обладающей большей или меньшей кривизной. Но чтобы 
это смутное представление кривизны могло стать предметом математи¬ 
ческого исследования, необходимо вместо него ввести такое точное поня¬ 
тие, которое давало бы возможность измерять кривизну, т. е. характе¬ 
ризовать ее числом. 

Пусть ЖЖ' — достаточно малая дуга данной кривой (черт. 156). 
Обозначим через / и е ее длину и острый угол между касательными 
в концах этой дуги. 

Острый угол между касательными в концах дуги называется 
углом смежности дуги. 

Предположим, что рядом с кривой АВ мы имеем другую кривую СО 
(черт. 156) и на ней дугу МѴ, длина которой равна длине дуги ЖЖ'. 
Пусть е'— угол смежности дуги Л/ЛЛ 

Если г 1 > а, то в наліем представлении кривизна дуги Л/ЛГ больше 
кривизны дуги ЖЖ'. Это становится вполне ясным, если мы вообразим 
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тонкий металлический стержень, который имеет форму дуги ММ' и на 
концах которого М и М' припаяны касательные. Тогда при сгибании 
стержня угол е будет увеличиваться. 

Таким образом угол смежности стоит в тесной связи с прсдставле. 
нием кривизны. Но измерять кри¬ 
визну дуги только углом смежности 
нельзя/потому что'очевидно, чткри- 
визна дуги зависимые только^от ве¬ 
личины угла смежности, но и от дли¬ 
ны самой дуги. Если бы угол смеж¬ 
ности увеличивался пропорционально 
длине дуги, то мы могли бы рас¬ 
суждать так: при перемещении точки 
М на дугу ММ\ длина которой 
равна / единиц, касательная отклоня¬ 
ется от первоначального направления 
на угол е; поэтому при перемеще¬ 
нии на дугу, равную единице длины, 

она отклоняется на угол, равный у. 

з 

Таким образом, отношение у ука¬ 



зывает с некоторой точностью на отклонение касательной от первона¬ 
чального направление при перемещении точки прикосновения на дугу, 
равную единице. Ввиду этого 

условимся отношение угла смежности дуги к длине дуги называть 
средней кривизной дуги. 


Это отношение у , очевидно, меняется с изменением положения точки 


М\ и если точка М х будет бесконечно приближаться к М у то оно бу¬ 
дет стремиться к некоторому пределу. 

Определение. Кривизной кривой в точке М называется предел 
средней кривизны дуги ММ! в предположении, что точка М! беско¬ 
нечно приближается к точке М. 

Так вместо смутного представления кривизны мы вводим точное 
математическое понятие. Но теперь надо исследовать, насколько введен¬ 
ное таким образом понятие согласуется с нашим обычным представлением 
кривизны. Для этого посмотрим, что даст наше определение кривизны, 
если применить его к простейшей из кривых линий — к окружности. 


§ 169. Кривизна окружности. 

Пусть /? — радиус окружности, С —ее центр, / — длина дуги ММ\ 
е —угол ее смежности, а — угол между радиусами СМ и СМ' (черт. 157). 
ау(о=тг и 5 —ш = тг, а потому а = 6. Далее имеем 

I = /?д = /?5, 

а потому 
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Теорема. Средняя кривизна всякой дуги окружности есть по- 
стоянная величина, равная величине, обратной радиусу окружности. 
Пусть М' — бесконечно приближается к М. Из (1) имеем 



а потому, если через 6 обозначим кривизну окружности в точке М , то 



Теорема. Кривизна окружности во всякой ее точке равна вели* 
чине, обратной ее радиусу. 

Легко теперь видеть, что полученная формула (2) вполне соответ¬ 
ствует нашему представлению о кривизне окружности. Действительно, 

из нее прежде всего следует, что кри¬ 
визна окружности одинакова во всех ее 
точках. Как раз такой нам и представля¬ 
ется окружность. Далее, чем больше /?, 
тем меньше к. Следовательно, кривизна 
окружности тем больше, чем меньше ее 
радиус. Это тоже вполне соответствует 
нашему представлению о кривизне окруж¬ 
ности. Наконец, прямую мы можем рас¬ 
сматривать как окружность бесконечного 
радиуса. Но из (2) следует, что 6 = 0 
при Я = оо. Поэтому мы должны считать 
кривизну прямой равной нулю. Это тоже 
соответствует нашему представлению пря¬ 
мой как линии, не имеющей кривизны. 
Мы видим, что введенное нами логическое определение понятия кри¬ 
визны вполне соответствует обычному представлению кривизны. 

Если мы в формуле (2) примем /?=1, то получим 

6 = 1 , 

следовательно, кривизна окружности, радиус которой равен единице, 
равна единице. 

Отсюда заключаем, что 

при нашем определении кривизны кривизна есть величина, еди¬ 
ницей меры которой служит кривизна окружности радиуса единица. 

По этому поводу не мешает обратить внимание, что, определяя кри¬ 
визну кривой с помощью равенства 

6 = 1!т , 

мы, строго говоря, определили не самую кривизну, а только ее число¬ 
вое выражение, которое меняется с изменением единицы длины. Поэтому 
числовое выражение кривизны кривой в данной точке зависит 
от выбора единицы меры длины. 

Эго ясно из равенства (2), потому что числовое выражение длины 
радиуса зависит от выбора единицы длины. 
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§ 170. Круг кривизны. 

Изучая кривизну кривой в данной точке, естественно параллельно 
с кривой рассматривать окружность, кривизна которой равнялась бы 
кривизне кривой в данной точке. 

Определение. Радиусом кривизны кривой в точке М называется 
радиус той окружности, кривизна которой равна кривизне кривой 
в точке М. 

Пусть к — кривизна, /? — радиус кривизны кривой в точке М . Сле¬ 
довательно, /? — радиус окружности, кривизна которой равна А, а потому 

имеем теорему: 

Радиус кривизны кривой в точке М равен величине, обратной 
кривизне кривой в той же точке: 

,=±. 

Кривизна кривой в точке М равна величине, обратной радиусу 
кривизны в той же точке Мі 

*-*• 


И виду такой простой связи между кривизной и радиусом кривизны 
обыкновенно во все формулы вводят только радиус кривизны, и если 
радиус кривизны обозначен какой-нибудь буквой, например /?, то для 

кривизны не вводят нового обозначения, а пользуются выражением-^-. 

л 


§ 171. Соприкасающийся круг. 

Через любую точку М на кривой проходит бесчисленное множество 
прямых (черт. 158). Из них выделяется одна, так называемая касатель¬ 
ная, которая определяется как предель¬ 
ное положение секущей. 

Точно так же через всякую точку 
на кривой можно провести бесчислен¬ 
ное множество кругов и из них тоже 
можно выделить один, так называемый 
соприкасающийся круг. 

Пусть М — произвольно взятая 
точка на данной кривой (черт. 159). 

Достаточно близко к ней возьмем, тоже 
произвольно, две точки М г и М 2 . Как 
известно, через три точки, не лежащие Черт. 158. 

на одной прямой, проходит единствен¬ 
ный круг. Обозначим через О крут, проходящий через три точки 
/И, Мр М 2 . Если эти точки выбраны, то круг О имеет вполне опре¬ 
деленный радиус и центр его занимает вполне определенное положение. 
Если же мы будем менять положение точек М л и Ж 2 , то будет меняться 
и радиус г круга О и положение К его центра. 

ЗО Диференииалъное исчисление. 
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Предположим, что точчи Ж 3 и Ж 2 бесконечно приближаются к точке М. 
Тогда круг О будет стремиться к некоторому предельному положению, 
которое мы и назовем соприкасающимся кругом. 

Определение • Соприкасающимся кругом к кривой в точке М на¬ 
зывается предельное положение круга, проходящего через точку Лі 
и через две другие точки М г и Ж 2 , бесконечно приближающиеся 
по кривой к точке М. 

Мы видим, что понятие о соприкасающемся круге вводится вполне 
аналогично понятию касательной. 

Из определения соприкасающегося круга и из простых геометриче¬ 
ских соображений легко сделать заключение о том положении, какое 
относительно кривой будет занимать центр соприкасающегося круга 

Центр К круга й лежит на перпендику¬ 
ляре РК к секущей ЖЖ 2 и на перпендику¬ 
ляре ЦК —к секущей Ж 3 Ж (черт. 159). Эти 
секущие в пределе, когда Ж 3 и М 2 сов¬ 
падут с Ж, обратятся одновременно в ка¬ 
сательную к кривой и в касательную к 
соприкасающемуся кругу, в который в пре¬ 
деле обратится круг Ь. Перпендикуляры же 
РК и ЦК в пределе обратятся в нормаль 
к кривой в точке Ж. Эти чисто геометриче¬ 
ские соображения приводят нас к заключе- 
Черт. 159. нию, что 

круг, соприкасающийся с кривой в 
точке Ж, имеет с кривой в точке М общую касательную, а потому 
его центр лежит на нормали к кривой по ту сторону от касатель¬ 
ной, в которую кривая обращена вогнутостью. 

Пусть С — соприкасающийся круг к кривой АВ в точке Лі. Так как 
в точке Ж он с кривой имеет общую касательную, то мы склонны 
относительно его положения к следующему ошибочному заключению: мы 
склонны думать, что соприкасающийся круг в области точки Ж касается 
кривой в обычном смысле слова, т. е. мы склонны думать, что в области 
точки Ж или круг проходит между касательной и кривой (черт. 160) 
или кривая проходит 

Между касательной и \ 

кругом (черт. 161). 

В действительности де¬ 
ло обстоит не так. 

Как общее прави¬ 
ло, в точке соприкос¬ 
новения кривая и со¬ 
прикасающийся круг 
пересекаются. 

Это очевидно геот 
метрически. Когда по¬ 
строен круг О, прохо- Черт. 160. Черт. 161. 

дящий через точки Ж, 

Ж 3 , Ж 2 (черт. 162), то в области точки Ж кривая, если она в точке Ж 7 
входит внутрь круга О, выйдя из него в Ж, она в точке Ж 2 опять войдет 
внутрь. В пределе части кривой Ж 3 Ж и Ж 2 Ж исчезнут; круг О обратится 
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в круг С, часть М г А обратится в МА, а часть М 2 В — в МВ. Первая 
будет лежать вне круга С, вторая внутри него. Следовательно, круг С 
пересекает в точке М кривую АВ . 

Исключение может быть только в 
тех случаях, когда всякий круг Д про¬ 
ходящий через три точки М, 
обязательно проходит еще через не¬ 
которую четвертую точку М\ лежа¬ 
щую на кривой, например, между точ¬ 
ками и М, причем эта точка М ? 
бесконечно приближается к точке М 
одновременно с точками /Ѵ/ 1 и М 2 . 

Тогда кривая будет два раза входить 
внутрь окружности О и два раза выхо¬ 
дить. Поэтому обе ветви А /И, и М 2 В 
будут одновременно лежать или вне или 
внутри окружности Д а ветви МА и 
МВ уже будут или обе вне или обе 
внутри соприкасающегося круга, кото¬ 
рый, следовательно, в этом случае 
не пересекает кривой в точке М . 

Что такой случай возможен, показывает следующий пример. На параболе 

> = 0 ) 

проходящей через начало координат О, берем две точки М к {х { , у^) и М^іх^у^. 
Если 5, ?! и р — координаты центра и радиус круга Д проходящего через точки 
Оу М 4 , М ѵ то его уравнение 

(*_5) 2 + 0'_т)) , -р*, (2) 

причем 52+т ) 2 = р2, так как круг проходит через О. Поэтому (2) можно пред¬ 
ставить в такой форме: 

** + У* — 2*5 — 2уі) = 0. (3) 

Найдем координаты точек пересечения круга О и параболы. Для этого мы 
должны решить относительно х и у уравнения (1) и (3). Вставляя у из (I) в (3), 
получим уравнение четвертой степени: 

х* + (1 — 2ѵ\)х* — 2%х = 0. (4) 

Четыре корня его дадут абсциссы тех четырех точек, в которых круг /> пересе¬ 
кается с параболой. Из них три точки нам известны. Это точки О, М ь М* с абс¬ 
циссами 0, х и х^. Абсциссу четнертой точки ЛГ обозначим через лг'. Тогда 
0, х {> Хъ х 9 будут корнями уравнения (4), в котором коэфициент при х 3 рав н 
нулю, а потому, как известно из высшей алгебры: 

0 + 4-л 2 + л’ = 0, 

откуда х* = — х і — х % . Ясно, что когда х і и х± стремятся к нулю, то и х* —>*0. 
Следовательно, круг Д проходящий через точки О, И4*, Л* 2 » всегда проходит через 
четвертую точку М\ которая бесконечно приближается к О одновременно с точ¬ 
ками и М 2 . 

Точки, в которых соприкасающийся круг не пересекает кривую, 
аналогичны точкам перегиба. Как общее правило, касательная не пере¬ 
секает кривой, но в точках перегиба пересекает. Как общее правило, 
соприкасающийся круг пересекает кривую; точки, в которых этого пе¬ 
ресечения нет, являются исключением. 
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§ 172. Заключение. 

1. Направление касательной всегда принимается в ту сторону от 
нормали, в которую направлена кривая. 

Кривая называется положительно или отрицательно изогнутой в 
зависимости от того, как вращается касательная , положительно или 
отрицательно, при движении точки ее прикосновения в положительном 
направлении кривой. 

2. Длиной дуги называется предел вписанной в нее ломано й ли¬ 
нии с бесконечно умаляющимися звеньями. 

Предел отношения бесконечно умаляющейся дуги к ее хорде ра¬ 
вен единице. 

3. Средней кривизной дуги называется отношение угла смежности 
дуги к самой дуге. 

Кривизной кривой в точке М называется предел средней кривизны 
бесконечно умаляющейся дуги ММ!. 

Кривизна окружности обратна ее радиусу. 

Радиусом кривизны кривой в точке М называется радиус окруж¬ 
ности, кривизна которой равна кривизне кривой в точке М. 

4. Соприкасающимся кругом к кривой в точке М называется пре¬ 
дельное положение круга, проходящего через точку М на кривой и 
через две другие точки, бесконечно приближающиеся по кривой к 
точке М . 

Элементами кривой назовем углы направления ее касательной и 
нормали, длину дуги, кривизну, радиус кривизны, координаты центра 
соприкасающегося круга и его радиус. 



глава двадцать четвертая 


ПАРАМЕТРИЧЕСКОЕ ПРЕДСТАВЛЕНИЕ КРИВОЙ. 

До сих пор, изучая кривую, мы предполагали, что она аналитически 
представлена функцией, т. е. мы рассматривали или ее ординату как 
функцию ее абсциссы, или ее абсциссу как функцию ее ординаты. 

В этой главе мы рассмотрим иной способ аналитического пред¬ 
ставления кривой, так называемое параметрическое представление. 

§ 173. Параметрическое представление кривой. 

Будем символом і обозначать произвольно взятый момент времени. 
Следовательно, момент і есть конец промежутка в і единиц времени, 
протекшего от момента, принятого за начальный. При этом условимся 
считать момент і положительным или отрицательным в зависимости от 
того, лежит ли он во времени после или раньше 
начального момента. 

Если какая-нибудь точка / VI(х , у) движется 
по плоскости, то ее координаты х % у с течением 
времени меняются. Но в каждый момент точка 
занимает некоторое единственное вполне опре¬ 
деленное положение, а потому в каждый момент 
и ее координаты имеют некоторые вполне опре¬ 
деленные значения. Иными словами это значит, 
что каждому значению переменного і соответ¬ 
ствует как некоторое значение для переменного х , 
так и некоторое значение для переменного у, 
а потому л; и у — функции /. Пусть 

* = <РМ» у = ф(/). Черт. 163. 

Так мы приходим к основному положению кинематики: 

Координаты движущейся точки можно рассматривать как функции 
времени. 

Конечно, из самого представления движения следует, что функции 
<р(/) и ф(/) непрерывны в том промежутке времени, в котором рас¬ 
сматривается движение. Заметив это, предположим, что нам дана неко¬ 
торая кривая АВ % представляющаяся в форме одного непрерывного следа 
(черт. 163).- Мы можем вообразить точку М, движущуюся по этой кривой 
в каком-нибудь направлении, например от А к В, и пробегающую ее 
всю. Тогда, как мы видели, ее координаты будут некоторыми функциями 
I. Пусть попрежнему 

*=<И0. у=Щ- (і) 
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Точка М движется по данной кривой, а потому координаты движу¬ 
щейся точки во всякий момент будут в то же время и координатами точки 
данной кривой. Следовательно, координаты точки данной кривой можно 
рассматривать как функции і. При этом, чтобы нритти к равенствам (1), 
мы до сих пор рассматривали і как время. Но получив равенства (1), 
мы можем перестать обращать внимание на то, что і —время, можем 
забыть тот путь, которым мы пришли к этим равенствам, можем просто 
рассматривать і как какую-то переменную величину. Тогда мы придем 
к следующему заключению: координаты точки кривой, имеющей форму 
непрерывного следа, всегда можно представить как функции некоторой 
третьей величины. 

Обратно: предположим, что нам произвольно даны две непрерывные 
функции <р(/) и ф(/). Рассмотрим равенства 

* = <?(*), У=ФЮ- (2) 

Здесь і —уже не символ времени, а просто символ переменной ве¬ 
личины, безразлично какой. Назовем его параметром и дадим ему ряд 
произвольных значений 

^ 1 » ^ 2 » ^ 3 * ^ 4 * ' • * 

Для каждого из этих значений вычислим соответствующие значения 
хи у % которые пусть будут 


(* 1 . >і). (* 2 » Л)> (*з> .Уз)’ (*<■ Уі)** • • 


Построим точки с этими координатами. Чем больше возьмем значений 
для і , тем больше получим точек. 

Если же мы вообразим, что параметру і даны все возможные для 
него значения и что для каждого значения построена соответствующая 
точка, то мы получим бесчисленное множество точек, которые в своей 
совокупности образуют некоторую кривую. Говорят, что уравнения (1) 
аналитически представляют эту кривую. 

К тому же заключению можем притти и так: мыслим, что в ра¬ 
венстве (2) параметр і непрерывно изменяется. Тогда непрерывно изме¬ 
няются х и у, а потому точка, для которой они служат координатами, 
движется по плоскости и при своем движении описывает некоторую 
кривую. Заключаем: 

Координаты произвольной точки данной кривой, имеющей форму 
непрерывного следа, всегда можно рассматривать как непрерыв¬ 
ные функции некоторой третьей переменной величины. Обратно, 
любые два уравнения 

У *=$(*). (2) 

где 5р(0 и ф(0 — непрерывные функции, аналитически представляют 
некоторую кривую. 

Когда координаты точки кривой рассматриваются как функции 
третьей величины, то эта третья величина называется параметром, 
а потому говорят, что в этом случае имеют параметрическое пред, 
ставление данной кривой; если 
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то говорят, что кривая параметрически представлена' функциями 
*(0 и ф(<). 

Если кривая дана уравнениями (2) и если, давая параметру некоторое 
значение мы получим для х и у значения-х, и у г : 

*, = <р(*і). .У, = 'Ж), 

то точку М ѵ с координатами х г и у г мы будем называть точкой, со¬ 
ответствующей значению параметра / 3> или даже просто точ[кой / 1? и 
будем это записывать или так: 

М .= {х^ , у^\ ^|), 

или короче так: 

Щ*ѵ Уі’ І і)'- 

Следовательно, мы будем в записи указывать не только координаты 
точки, но и соответствующее значение параметра, отделяя его точкой 
с запятой от значений координат точки. Эту запись можно читать так: 
точка с координатами х 1У у л и 
параметром і г . 

Если же значение параметра 
не указывается точно, а мыслится 
произвольным, то соответствую¬ 
щая ему точка должна быть в 
записи обозначена так: 

м (х, у ; І). 

При такой записи мы мыслим, 
что і имеет некоторое значение, 
но совершенно безразлично, ка¬ 
кое. Если мы от этой точки М 
перейдем к другой точке М 
(черт. 164), то при этом значения 
координат точки М и ее параметра изменятся, получая некоторые при¬ 
ращения Дл:, Ду и Д/, так что координаты точки М 1 будут 

а соответствующее значение параметра будет і- 1-Д/, причем: 

&х = <р (/ -|- Д^) — л(і), Д у = ф(/ Ы) — ф(0 . 

Теоретически параметр і — просто вспомогательная третья величина. 
Но фактически при изучении всякой определенно заданной кривой он, 
как увидим, всегда появляется в качестве величины не посторонней, 
а тесно связанной с изучаемой кривой. 

Имея уравнения 

*=*(<). .у = (3) 

мы можем принять 

* = <■>(!), (4) 

где <о(т) — какая-нибудь произвольно взятая непрерывная функция нового 
переменного т. Заменяя і в (3) его выражением из (4), мы выразим х 
■и у как функции 7. Пусть 
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Эти два уравнения представляют ту же самую кривую, но параметром 
теперь служит уже иная величина, и функции и уже не те, что 
функции (риф. Следовательно, * 

одна и та же кривая может быть представлена параметрически 
различными функциями. 

С кинематической точки зрения это вполне очевидно, потому что 
по одной и той же кривой точка может двигаться по самым разнооб¬ 
разным законам. 

Как пример на параметрическое представление рассмотрим кривую, 
называемую циклоидой. 


§ 174. Циклоида. 

Пусть 0 — круг радиуса а . Для оічетливости представления вообразим его 
материальным, например вырезанным из твердого картона. Отметим на его окруж¬ 
ности неразрывно с ним связанную некоторую точку 5 и предположим, что он 

катится без скольжения по некоторой 
прямой, например горизонтальной. 

Выясним понятие качения без сколь¬ 
жения. 

Пусть круг О (черт. 165) занимает 
сначала положение Ь ь касаясь горизон¬ 
тальной прямой в точке О как раз точкой 
5 своей окружности, и пусть из эюо 
положения он перекатывается вправо в 
новое положение О ь в котор м он каса¬ 
ется прямой в точке Р уже не точ¬ 
кой 5, а некоторой точкой В' своей 
окружности. 

Когда круг, перекатываясь, переходит из положения в положение то 
его дуга ЗВ последовательно различными своими точками приходит в соприкос¬ 
новение с различными точками отрезка ОР. На чертеже 5' и В г —те же самые 
точки 5 и В, но в их новом положении. Назовем дугу ЗВ прокатившейся дугой. 

Качение круга по прямой называется качением без скольжения, если 
длина всякой прокатившейся дуги ЗВ равна длине того отрезка ОР, по 
которому она прокатилась. 

Вообразим, что круг О в некотором положение, которое назовем начальным, 
касается прямой АВ в точке О как раз точкой 5 своей окружности (черт. 166). 
Если круг затем катится без скольжения вправо, то точка 5, увлекаемая им, опи¬ 
шет на плоскости некоторую кривую. Эта кривая и есть циклоида. 




Циклоидой называется кривая, которую описывает точка окружности 
круга, катящегося по прямой без скольжения. Катящийся круг называется 
образующим кругом. 

Стоит только себе представить круг, катящийся л> прямой, чтобы ясно 
видеть, что точка 5 все время передвигается вправо. При этом в начале движе¬ 
ния она подымается до тех пор, пока не достигнет нанвысшего положения Н , 
что произойдет тогда, когда круг совершит половину оборота. П< еле этого точка 
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5 начнет падать, и когда круг совершит полный оборот, опять придет к совпа¬ 
дению с прямой в некоторой точке О’ (черт. 166). 

Отрезок ОО 9 называется основанием циклоиды; перпендикуляр к нему 
НЯ называется осью циклоиды; длина отрезка 1 НЯ называется высотой 
циклоиды. 

Совершив один полный оборот, круг может продолжать катиться вправо, 
и тогда при каждом его полном обороте точка 5 будет описывать кривую, совер- 



Черт. 167. 


шенно тождественную кривой ОНО. Или мы можем мысленно заставить круг 
из начального его положения катиться влево. Тогда опять будем получать кри¬ 
вые, тождественные кривой ОНО , но расположенные слева от нее. 

Таким образом, циклоида в действительности состоит из бесчисленною мно¬ 
жества тождественных ветвей, но обыкновенно под пиклоидой різумеют только 
ту кривую, которая получается только при одном полном обороте катящегося 
круга (черт. 167). 

Нетрудно видеть, что длина основания циклоиды равна 2па, а высота ее* 
равна 2а, где а — радиус образующего круга 

Прямую, по которой катится образующий круг Д примем за ось Х 9 . 
предположив ее горизонтальной, направленной слева направо. Катясь по ней,, 
круг В касается ее в различные моменты различными точками своей окружно¬ 
сти. Назовем начальным его положением 
одно из тех его положений, в котором он 
касается оси X как раз точкой 5. Ту 
точку О, в которой он в этом положении 
касается оси Л', примем за начало координат, 
направив ось У вверх (черт. 168). 

Н і самом круге О проведем радиус СЗ 
из центра С в точку 5. Этот радиус мо слим 
неразрывно связанным с кругом, при каче¬ 
нии которого оч вращается около центра С, 
в начальный момент совпадая с осью орди¬ 
нат (черт. 168). На чертеже сама точка 5 
не отмечена; отмечаются только различные 
ее положения. 

Пусть круг из начального положения 
перекатился в положение ГУ, в котором он 
оси X касается в точке Д Точка 5 пусть 
пои этом занимает положение М. Следовательно, М есть точка циклоиды.. 
Пусть х и у — ее координаты 

Через I обозначим угол С)СМ. Это тот угол, «а который повертывается по 
часовой стрелке радиус СЗ при переходе круга В из начального положения 
в положение ГУ. Ясно, что при качении он растет. Вычислим координаты точки М. 
Проводим прямую МИ параллельно оси X . Так как качение без скольжения, то- 
отрезок ОЯ равен дуге Л!Д а потому 

0<? = аЛ 

Теперь легко находим: 

х— 0Р= ОС? — МН = аі — а зіп /, 
у = РМ=,ОС 9 — НС=а — а С08/. 

Циклоида параметрически представляется уравнениями: 

х = а(* — зіп і), .у = а( 1 —сое і). 

Но при выводе их неявно было допущено, что угол ( острый 
рассмотреть, сохранятся ли эти равенства и для других значений. 


(I) 

. Необходимо' 
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Для положения точки 5 в М, (черт. 169), когда <*<к, имеем 

х = ОРі = 0(?| — Л^ .Ѵ 4 — д* — а зіп (гс — 0 .-г=а — зіп , 

уг=Р к М { = С?/7 + СЛ^і = а + о соз (л — і) а (1 — соз 0 . 

Зіс 

Для положения точки 5 в Л1 2 , когда г.< * < — , имеем 

О0 ч = () 2 М я = а*, 

х — ОРц — О0 а “I" — аі а зіп (і — тс) = а (і — зіп *), 

у = Р 2 Щ = 0/7 + С/Ѵ 2 = а 4- а соз (і — к) =■ а (1 — соз *). 

Для положения точки 5 в Л* 3 , когда — < і < 2тс, имеем 

А 

О0ъ=0 п Мъ = аі, 

х — ОР} — ООз ”Н — йі -}■ а зіп (2»т — і) ^ в (і зіп ^)), 

V — Р 3 М 3 = Оз С — ІѴ$С = Л — Л соз (2к — /) = л (1— со$ *). 

Таким образом, уравнения (1) всегда справедливы. 



Имея уравнения (1), мы можем построить сколько угодно точек циклоиды. 
Действительно, лав параметру і какое-нибудь значение, мы из уравнений (1) 
можем вычислить х и у. Построив точку с этими координатами, мы получим 
одну точку циклоиды. Давая же і ряд различных значений, мы можем построить 
сколько угодно точек циклоиды. 

Наибольший подъем точка 5 будет иметь тогда, когда круг совершит полу¬ 
оборот, т. е. когда і =я. Из уравнений (2) найдем х—<п, у = 2а. 

§ 175. Неизбежность и целесообразность параметрического представления. 

Фактически мы очень часто принуждены прибегать к параметрическому пред¬ 
ставлению, потому что, хотя теоретически мы всегда можем рассматривать орди¬ 
нату у как функцию абсциссы х 9 но практически очень часто мы не мсжем найти 
соответствующего математического выражения. Возьмем, например, опять циклоиду, 
для которой 

х — а(і — зіп От (1) 

У—а(1 —соз і), (2) 

и пусть для нее мы хотим выразить у как функцию х. Теоретически для этой 
цели достаточно решить уравнение "(1) относительно і. Тогда і выразится как 
функция*, и если * = <!>(*), то, подставляя это выражение для і во (2), получим 

у — а [1 —соз со (*)), 

и у явно выражен как функция лг. Но это теоретически. Практически мы не 
можем решить уравнения (1) относительно а потому не можем представить у 
как явную функцию *. 
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Но координаты равноценны. Поэтому, не будучи в состоянии выразить у как 
функцию х у попробуем выразить х как функцию у . Решаем уравнение (2) отно¬ 
сительно Г. Имеем 


Отсюда *) 


со$ і = 


а —У 
а 


/ = Агс соз -—— , 
а 


зіп* —іі: — У 2ау — у *, 
а 


( 3 ) 


(4) 


где корень должен быть взят с тем или другим знаком в зависимости от того, 
•какое значение имеет і . Теперь из (4) и (1) находим 

х = а Агс соз ——— У 2 ау — у *, (5) 

а 1 ' 


и х выражен как функция у . Но как выражен! Выражен многозначной функ¬ 
цией и довольно сложной структуры. Стоит только внимательно посмотреть на 
одно равенство (5) и на два равенства 


х~а(і — зіп*),.у = а(1 —соз 0» (6) 


•чтобы предпочесть иметь дело с двумя урав¬ 
нениями (6), чем с одним уравнением (5). 

Во всяком случае мы видим, что практи¬ 
чески параметрическое представление часто 
неизбежно. 

Но даже когда мы можем выразить у как 
функцию х , или л: как функцию у, причем 
эти функции достаточно просты, все-таки 
часто выгоднее бывает перейти к параметри¬ 
ческому представлению. Пусть, например, М — 
точка эллипса 


а* ^6* 


( 1 ) 



и пусть продолжение ординаты этой точки пересекает в точке N круг, построен¬ 
ный на большой оси эллипса как на диаметре (черт. 170). Обозначим через ( угол 
Л/ ОВ. Когда точка М обегает весь эллипс от точки В в направлении часовой 
стрелки, то і меняется от нуля до 2к. Из треугольника ОЫР имеем 

*=П5ІП*. (2) 


Нетрудно проверить, что это равенство справедливо при всяком положении точки 
М. Из (1) находим 

у = ±Ь соз*. 

Вопрос, какой знак надо удержать в правой части. 

Когда і меняется от нуля до -у, то точка Л! пробегает дугу В А, При этом 
х и у положительны, а потому 

у—Ь соз і . (3) 

Нетрудно убедиться, что и во всех остальных положениях надо брать знак +. 


*) Под агс сое х мы разумеем дугу, косинус которой равен х и которая лежит 
в первой или второй четверти; через Асе соз х мы означаем любую дугу, косинус 
которой равен х. Поэтому агс соз х — однозначная функция, Агс соз х — многознач¬ 
ная. В нашем случае одному и тому же .у может соответствовать значение і в 
любой четверти круга, а потому і — многозначная функция у. 
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Итак, где бы точка М ня была, всегда 

х = а зіп і, у = Ь соз і. 

Мы получили параметрическое представление эллипса, причем х и у — очень 
простые функции *. Этими функциями эллипс дан весь. Но если мы хотим рас¬ 
сматривать у как однозначную функцию х % то мы должны рассматривать отдельно 
верхнюю половину эллипса, для которой 

и отдельно нижнюю, для которой 

*=— уѴв*— 


§ 176. Параметрическое представление окружности и астроиды. 

Рассмотрим окружность радиуса а с центром в начале координат. 
Ее уравнение 

х 2 -\-у 2 — а*. 

Если через і обозначим полярный угол точки М(х у у), то (черт. 171) 
л: = асо5*, у = азіа*, (1) 


и этими двумя уравнениями окружность представляется параметрически. 
Когда параметр * изменяется от нуля до 2тг, то точка обежит один раз 
у всю окружность против часовой стрелки. 

Но если за полярную ось возьмем ось У , при - 
/ \ нем положительным вращением будем считать 

{ * \ в Р аи ^ ние по часовой стрелке у то, обозначая поляр»- 

/ / ^ К г ный угол через т, будем иметь 

V У лг = а$тт, ^ = асозт, (2) 

^ н теперь, при изменении т от нуля до 2л, точка М 

Черт. 171. бежит по часовой стрелке. 

Если считать положительное направление кривой 
в ту сторону, в которую движется точка по ней при возрастании пара¬ 
метра, то мы видим, что если мы вместо уравнений (1) возьмем уравне¬ 
ния (2), то мы изменим направление окружности. 

Предположим теперь, что нам дано уравнение 

= 1 ( 3 ) 


между переменными и и ѵ. Будем рассматривать и и ѵ как декартовы 
координаты точки. Тогда уравнение (3) будет уравнением окружности, 
которое параметрически может быть представлено или в форме 


или в форме 


и — а соѣ і у ѵ = аѣ\піу 
и = а5іп*, т; = асоз*. 


(4> 

( 5 ) 


Конечно, геометрическое значение параметра * в (4) не то, что в (5). 
Давая в (4) или (5) параметру * значения от нуля до 2гг, мы полу¬ 
чим все точки окружности, т. е. получим все решения уравнения (3), 
а потому заключаем: 
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Все пары решений уравнения 


в® 4-©3 = 1 

(в) 

могут быть получены, полагая или 


в = асо$1, V = О 8ІП і, 

(7) 

илй 


В=:в$1п/, ѵ = асо$(, 

(8) 


и меняя і от нуля до 2тг. 

Поэтому как уравнения (7), так и уравнения (8) будем называть пара¬ 
метрическим решением уравнения (6). 


Пусть имеем эллипс 




(9) 


Мысленно рассматривая — н~ как а и ѵ % заключаем, что все решения ура¬ 
внения (9) даются или уравнениями 


или уравнениями 


х , ѵ . . 

-= СОЗ І> -V- = Зіп I, 

а Ь 


— = зіп і, — соз і у 
а Ь 


или в форме 


откуда знакомое параметрическое представление эллипса или в форме 

х = а соз і % у = Ь зіп іу 

х = а зіп іу у — Ь соз і . 

Так же нетрудно найти параметрическое представление астроиды 

1 2 . 1 
хЗ -і- ул — а з . 

Переписав это уравнение в форме 


((*)*)+((*)*)-■• 


х ы видим согласно предыдущему, что достаточно положить 

1 і 


или 


(т) 4 —<• (*)*-“«■ 


чтобы получить параметрическое представление астроиды. Возвышая в 
заключаем: 

Астроида параметрически может быть представлена или в форме 


или в форме 


хаасо$з^ з/=а$іп 3 *, 
х = азІп 3 і, у=а соз 3 і 


при изменении параметра в интервале от нуля до 2к« 


куб, 

(Ю) 

(И) 
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Но геометрическое значение параметра і пока остается неизвестным. Мы 
скоро его выясним. 

Задача. Рассмотреть движение точки по астроиде при изменении пара¬ 
метра і как в случае (10), так и в случае (11). 

В какой четверти лежит точка М ( х , у\ і) астроиды при взятом в интервале 

к) в том и друюм случае? 

Как движется точка по астроиде при возрастании і в случае (10) ив случае 
(11) —по часовой стрелке или против? 


§ 177. Представление кривой линии функцией как частный 
случай параметрического представления. 

Важно теперь отметить, что обычное представление кривой линии 
функцией можно рассматривать как частный случай параметрического 
представления. 

Действительно, если кривая дана уравнением 

у=т, о) 

то стоит только это одно уравнение заменить двумя 

у=№> 

х = і, 

и становится ясным, что та же самая кривая (1) теперь уже представлена 
параметрически. Следовательно: 

Представление кривой линии функцией 

у—М (і) 

можно рассматривать как такое параметрическоэ представление 

х = (, У =/(*), (2) 

в котором параметр равен абсциссе. 

Еще лучше равенство (1) заменить двумя такими: 

х = х,у=/(х). (3> 

Опять координаты точки М выражаются как функции одной и той же 
величины х , а потому (3) дает параметрическое представление кривой. 

Если мы (1) заменяем (2), то кривая представлена параметрически, 
причем параметр равен абсциссе. Но если мы (1) заменяем (3), то кри¬ 
вая представлена параметрически, причем-параметр не равен, а есть абс¬ 
цисса. Следовательно, 

всякое представление кривой линии функцией 

у=/(х) 

есть параметрическое представление, параметром коего служит 
абсцисса. 

Точно так же, если кривая дана уравнением 

х = Р[у), (4): 
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то, заменяя это уравнение двумя такими: 

х = Р(і), у = (, 

или, лучше, такими: 

х*=Г(у), У=У, 

мы получим параметрическое представление кривой (4). 

Положим теперь, что мы имеем какую-нибудь формулу, выведенную 
в предположении, что кривая представлена параметрически уравнениями 

х = у(1), у=Щ, 

причем эта формула справедлива для всякой кривой, представленной 
параметрически какими угодно функциями. Тогда стоит только в фор¬ 
муле принять, что: 

<?(')=*, ФМ =/(*), 

и мы получим формулу для кривой, данной уравнением 

У=/(х). 

Если же мы примем, что 

«Р(*)=ЛЮ, 

то мм получим формулу для кривой, данной уравнением 

к = І{у). 


§ 178. Заключение. 

1. Всякая кривая, имеющая форму непрерывного следа, может 
быть представлена параметрически уравнениями типа 

*=?(*). ,у=Ф(0. 

где ^(/) и ф(^) — непрерывные функции. 

2. Представление кривой линии функцией, т. е. представление ее 
уравнением 

у=А*)> 

есть параметрическое представление, в котором параметром служит 
абсцисса. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ПЯТАЯ 


ДУГА И КРИВИЗНА КРИВОЙ. 

В предыдущих двух главах мы рассмотрели понятия параметрического 
представления кривой и основных ее элементов, а именно понятия о 
дуге, об угле направления касательной, о кривизне и о соприкасаю¬ 
щемся круге. Теперь перейдем к вопросу об аналитических выражениях 
этих элементов. 


§ 179. Переменная дуга. 

Пусть Р<? — данная направленная кривая, представляющаяся в форме 
одного непрерывного следа. Отметим на ней произвольно неподвижную 
точку Л, которую назовем началом отсчета дуг, и пусть М — перемен¬ 
ная точка (черт. 172). Направление кривой будем считать от Р к р. 

Двумя точками А и М определяется дуга АМ , которую назовем пе¬ 
ременной дугой при условии считать ее положительной или отрицатель¬ 
ной в зависимости от положения точки М отно¬ 
сительно точки А. 

Определение . Переменной дугой кри¬ 
вой, имеющей форму одного непрерыв¬ 
ного следа, называется дуга между пе- 
/р ременной точкой М и некоторой непод- 

Черт. 172. вижной точкой Л, называемой началом 

отсчета дуг. При этом переменная дуга 
считается положительной или отрицательной в зависимости от 
того, в каком направлении, в положительном или отрицательном, 
должна двигаться точка по кривой, чтобы от начала отсчета дуги 
притти к точке М. 

Следовательно, для чертежа 172, если положительное направление 
кривой выбрано от Р к ф, то дуга АМ положительна. Если же точка М 
займет положение N. то дуга АЫ должна уже считаться отрицательной. 
Конечно, если положительное направление кривой будем считать от <у к Р, 
то дуга АМ уже будет отрицательной, а дуга ЛЛ/ положительной. 

Переменную дугу АМ обыкновенно обозначают буквой 5, при этом, 
когда ясно, о какой дуге идет речь, то обыкновенно, опуская прилага¬ 
тельное переменное, говорят просто о дуге. 

Надо твердо помнить, что о переменной дуге кривой можно 
говорить только после того, как предварительно установлено по¬ 
ложительное направление кривой и выбрано начало отсчета дуг. 

Если кривая Рф дана параметрически уравнениями 

■* = *<*). У = $(*)• 
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то всякому значению параметра і соответствует определенное положе¬ 
ние точки Ж, а потому и определенное значение дуги Следозательно, 

переменная дуга заесть функция параметра и 

Пусть 

Рассмотрим, какой функцией шраметра является дуга, — возрастающей, 
убывающей или колеблющейся. 

Пусть для кривой Р<2 точка Ж движется от Р к ф, когда параметр 
возрастает, и, следовательно, от $ к Я, когда параметр убывает. Пер¬ 
вое направление назовем направлением в сторону возрастания параметра, 
второе — в сторону его убывания. Любое из них можно принять за по¬ 
ложительное. 

Если мы положительное направление выберем от Р к ф, т. е. в 
сторону возрастания параметра, то при его возрастании точка Ж дви¬ 
жется в положительном направлении, а потому дуга 5 тоже возрастает. 
Но если положительное направление выберем от ф к Я, то при возра¬ 
стании параметра точка Ж, двигаясь попрежнему от Р к (}, будет дви¬ 
гаться в отрицательном направлении. Дуга $ по абсолютной величине 
будет увеличиваться, но так как теперь она отрицательна, то алгебраи¬ 
чески она будет уменьшаться, а потому в этом случае она является 
уже убывающей функцией параметра. Мы видим, что 

переменная дуга есть возрастающая функция параметра, а по¬ 
тому ее производная положительна, если положительное направле¬ 
ние кривой выбрано в сторону возрастания параметра. Если же 
положительное направление кривой выбрано в сторону убывания 
параметра, то переменная дуга есть убывающая функция пара¬ 
метра, а потому производная ее отрицательна. 

Мы сейчас увидим, как важно знать, какой знак имеет производная 
от дуги по параметру. 


§ 180. Диференциал дуги. 

Задача о вычислении дуги как функции параметра принадлежит к 
числу труднейших задач. Но оказывается, что насколько трудно вы¬ 
числить самую функцию 

5 = ^( 0 , 


настолько легко, не зная ее, вычислить ее производную. 

Пусть і имеет какое-нибудь значение и пусть Ж (х,у) — точка на 
кривой, соответствующая этому :наченню. Через А попрежнему обо¬ 
значим начало отсчета дуг. Следовательно, 5 равно дуге АМ . 

Дадим параметру і какое-либо приращение М. Тогда х л у и $ по¬ 
лучат соответствующие приращения Дх, Ду, Д$, положительные или сУг- 
рицательные, и точка Ж перейдет в некоторую точку Ж' с координа¬ 
тами х +■ Длг, у-\-ку (черт. 173). Так как приращение Д$ может ока¬ 
заться отрицательным, то геометрическая дуга ММ ' вообще равна не 
д$, а Д?!. Когда Д* будет бесконечно умаляться, то эта дуга тоже бу¬ 
дет бесконечно умаляться, а потому, если через с обозначим ее хорду, 
то, согласно лемме, 



(О 


21 Ди фереіщмалыюе исчисление. 
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Нам надо найти предел отношения 
—. По форму пе для расстояния 

а/ 

между двумя точками имеем 
с* = Дд:» + Ду г . 

Деля на Д< 2 , получим 

ІІ — І*У\* 

ы* і ы) -г и< / ’ 

что можно переписать в такой форме: 

или, так как (Д^) 2 = |Д^| 2 , в такой: 

(рбг) = + (Ю ■ 

Пѵсть М —>-0. Принимая во внимание (1) и переходя к пределу, получаем 

(!)"= {жЬШ- 

Умножение на дает такую теорему: 

Квадрат диференцнала дуги равен сумме квадратов дифергн- 
циалов координат: 

&8? = &Х~ Лу^т ( 2 ) 

Но из равенств 
следует, что 

^=±/ и '(/) 2 + ДО ]< й 2 , ( 3 ) 


и если для сокращения письма примем 

Ф{і)=±Уч'(і) г + л Аі)\ 


то 




(4) 

(Э) 


Но является вопрос: какой знак в (4) удержать перед корнем? 

При выводе формулы (2) мы совершенно не принимали во внимание, 
в какую сторону выбрано положительное направление кривой. Если оно 
выбрано в сторону возрастания параметра, то, как мы видели, 5 — возра¬ 
стающая функция, а потому ее производная положительна, и мы перед 
корнем должны взять знак плюс. Напротив, должен быть взят минус, 
если положительное направление кривой выбрано в сторону убывания 
параметра. Следовательно, 

знак перед корнем в формуле 

+ }/^ йх г -{- йу г (6) 

зависит от выбора положительного направления кривой. 
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Видим, насколько важен при задачах о длинах дуг выбор положи¬ 
тельного направления кривой. 

Пусть кривая дана уравнением 

Следовательно, параметром служит х. Так как при этом 

сіу =у’йх, 

то из (6) имеем 

Л = ± V 1 ■+■ У» йх, (7) 

а потому 

если кривая дана уравнением у=/(х), то 

а$=+\ г \ +У 3 Ас, 


причем перед корнем должен быть взят знак плюс, если напра¬ 
вление кривой считается в сторону возрастания абсциссы, и знак 
минус, если оно считается в сторону убывания абсциссы. 

На знак перед корнем всегда должно быть обращено самое тщатель¬ 
ное внимание. 

§ 181. Угол направления касательной. 


Сохраняя прежние обозначения, возьмем точку М' (черт. 174) на 
стороне положительного направления от точки М. В таком случае при 
переходе от М к М' дуга 5 получит положительное приращение Д$. 
Через а обозначим угол направления касательной в точке Ж, через я, — 


угол направления секущей, считая это 
направление от Ж к Ж\ В пределе 
направление секущей совпадает с на¬ 
правлением касательной, а угол а, — с 
углом а. Пусть с — длина хорды ММ 9 . 
Из треугольника МС^М’ имеем: 

Длг Д у 

соз а л = — , ею я, = — . 

1 с 1 с 

Перепишем эти равенства в такой 
форме: 




Черт. 174. 


Пусть Ж г бесконечно приближается к М. Тогда 

.. Д$ 


и так как предел отношения приращений двух функций равен отноше¬ 
нию их диференциалов, то 


Дат йх 
Д$ йз 



Оу 
йз * 


21 * 
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Поэтому, переходя к пределу, из (1) получаем 

йх йу 

сое а = ■_ , 5іп а = — , 

СІЗ СІЗ 


что дает теорему: 

Косинус угла направления касательной равен отношению дифе- 
ренциала абсциссы к диференциалу дуги. 

Синус угла направления касательной равен отношению дифе- 
ренциада ординаты к диференциалу дуги. 

Следовательно, 

йх йу 

соз а = -г- , 5іп а = — , 
аз аз 


л потому 



Отметим, что в правой части последнего равенства стоит не произ¬ 
водная от у по х, а отношение диференциалов от у и х как функций 
параметра I. Только в частном случае, когда кривая дана уравнением 
у=/(х) и когда, следовательно, параметром служит х , — только в это ѵ ; 
случае имеем — 


Для кривой 
по формуле 

йз 

полагая 
будем иметь 


§ 182. Вычисление дуги. 

■* —*(*). у—Щ 

; / ах'- -\-<іу*=±Ѵ -+Ч0* + ф'Ю* Л, 




йз 

си 




Зная ф(/) и г }(/), мы можем вычислить ф(1). Тогда мы будем знать 
производную от ^ по I, а потому задача о вычислении дуги сводится 
к такой задаче: найти неизвестную функцию 5, зная ее производную. 
Эта задача изучается в так называемом интегральном исчислении. 

Но для значительного большинства геометрических задач оказывается 
вполне достаточным знать не самое дугу 5, а только ее производную. 


Как простой пример на 
(черт. 175) 


вычисление дуги, рассмотрим дугу астроиды 


_2 2 2 
х 3 + у*=а в , 


( 1 ) 


Чтобы иметь у как однозначную функцию дг, мы должны рассматривать или 
только верхнюю половину астроиды, или только нижнюю. Положительное напра¬ 
вление для той и другой части будем считать в сторону возрастания л*. Тогда 
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4-Уі+/*Жг. 



Из (1), диференцируя, найдем 


у 1 > 


а потому 


1 4-У* = 


х* + у* а 


1 ’ 
. * 


/Г+У 5 = “ —! 


В правой части мы должны взять +, если х положителен, и минус, если х от¬ 
рицателен. 


Поэтому 


_і_ 

йв а 3 

^ = + — для ветви АВ 


( 2 > 


1 


^5 €Г ЛІп 

д- = —— для ветви А В. 


Возьмем ветвь АВ и перепишем равенство (2) в такой форме: 


йв 




( 3 ) 


йх 


ах 


1 2 


Это равенство покаэывает, что функции 5 и —а 3 * 3 имеют равные произвол- 

2 

ные, а потому разность между ними должна равняться постоянной величине. 
Пусть 

3 - 1 - - 

О ^ о 


з—-^а 3 х 3 +С. (4) 


Чтобы определить С, надо сначала выбрать начало отсчета дуг. Возьмем за него 
точку В, Тогда при д:=0 мы должны в (4) иметь 5 = 0, а потому С = 0 и 

1 

5= Іа 3 * 3 . 

Л 

3 

Полагая .г = д, найдем, что длина дуги АВ равна а . Следовательно, длина 

периметра всей астроиды равна 6д. 

Возьмем теперь уравнения астроиды в параметрической форме: 

х = а 8іп**, у = а сое Ч. (5) 

Когда * = 0, то х = 0, у = а. Когда і увеличивается, тогда и х увеличивается. 
Поэтому при возрастании параметра точка движется по астроиде по часовой 
стрелке. Следовательно, это направление будет в сторону возрастания параметра. 
Движение против часовой стрелки будет движением в сторону убывания пара¬ 
метра. Из (5) имеем 

Ле = Зя$іп 2 *соз/(//, йу— — Засо5 а /зіл/<//, (5) 

а потому 

а& = 9 а* зіп 2 * созЭ{(<#)*’ (7) 
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Примем направление дуги в сторону возрастания параметра. Тогда имеем 

а* $ш'4 соз-* йі. 

Было бы грубой ошибкой написать 

— + За зіп і сов і сі(. (8) 


Для ветви ВА (черт. 175) зіп* и соз* положительны; для ветви В'А' они оба 
отрицательны, их же произведение юже положительно. Поэтому для этих ветвей 
равенство (8) верно. Но для двух остальных ветвей зіп* и соз* имеют противо¬ 
положные знаки. Их произі едение 
отрицательно, а потому для этих 
ветвей надо брать не равенство (8), 
а равенство 

С /$ =— Зд5ІП*С05*4*. (Э) 

Таким образом, выражение ди- 
ференииала дуги различно дли 
различных частей. Мы поэтому 
должны астроиду рассматривать но 
всю, а по частям. 

Рассмотрим ветвь АВ. Для нее 
из (8) имеем 

сІ$ За л 
йі = Т ЗІП 21 - 

Надо найти функцию, производная 
которой равнялась бы правой ча¬ 
сти. Нетрудно сообразить, что 

со.а)= т »па. 



Но разность между двумя функциями, производные которых равны, необходимо 
равна постоянной величине, поэтому 

5 = ^^соз2*+С, (10) 


где С — какое-то постоянное. Оно не может быть пока определено, потому что 
до сих пор мы не выбрали начала отсчета дуги. Возьмем за него точку В . 

Тогда, полагая в (10) *=0, мы должны иметь 5 = 0, а потому получим 


0 


За 

4 


+ С, 


откуда С = -^-и из (10) окончательно 

За(1 — соз 2*) 
— 


Зв 

' 2 


ЗІПѴ. 


При получим 5= а потому длина дуги АВ равна , а длина всей 

астроиды 6а. 

Мы видели, что для ветвей АВ 9 и АВ надо брать (9) вместо (8). Но если и 
для этих ветвей мы хотим брать равенство (8), то тогда их направления мы должны 
считать не по часовой стрелке, а против стрелки. 

Будем же для дуг АВ и В'А считать направление по часовой стрелке, а 
для двух остальных — против. Тогда для всех ветвей имеем одно и то же равен¬ 
ство (8). 
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Пусть а и р—углы направления касательной и нормали. Их направления 
для каждой вегви на чертеже отмечены стрелкой. Мы имеем 




ах 




аз 


5 Іп а = 


0у_ 

аз 


Принимая во внимание 

а по і ому 
и, следовательно, 


(6) н (8), находим 

СОЗ а = 5ІП І, 8ІП а =: — СОЗ і , 

СОЗ } = СОЗ ЗІП Р = 5ІП І % 

> = /• 


Мы видим, что параметр і есть уюл направления нормали, внешней для ветвей 
АВ и В'А и внутренней для остальных ветвей. 


§ 183. Дуга как параметр. 

Если кривая дана параметрически 

*=?(*), у = Ш (і) 

то дуга 5 есть функция I. Пусть 

з = ф(1). (2) 

Но если $ — функция то и обратно — і можно рассматривать как 
функцию 5. Пусть 

і = <в($). 

л* п у — функции і ; поэтому, если I выражено как функция то 
хну тоже можно выразить как функции Для этого достаточно в 
уравнении (1) заменить і через а>($). Пусть 

Если хну выражены как функции 5, то мы можем принять 5 за 
независимое переменное, т. е. за параметр. Следовательно, 

координаты точки кривой всегда можно рассматривать как 
функции дуги, принимаемой за независимое переменное. 

Иначе 

при параметрическом представлении кривой за параметр всегда 
можно принять дугу кривой. 

В этом легко убедиться и из следующих простых соображений. Будем 
рассматривать 5 как независимое переменное. Тогда всякий раз как 5 
принимает какое-нибудь значение, точка М занимает некоторое опре¬ 
деленное положение, а потому ее координаты хну принимают опре¬ 
деленные значения. Следовательно, х и у — функции 5. 

При теоретических исследованиях очень выгодно принимать 
дугу кривой за параметр, т. е. рассматривать координаты точки 
кривой как функции дуги. 

Это потому, что в таком случае многие формулы упрощаются. 
Действительно, пусть 
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будем через х' и у 9 обозначать производные по $. Из равенства 

с іь 2 — (іх 2 -\-4у 2 

мы получаем 



Мы видим, что производные от х и у по $ всегда связаны простым 
соотношением. Между прочим, отсюда следует, что функции ^(з) и 
фі($) нельзя брать произвольно, потому что они должны удовлетворять 
* равенству 

тію' + фім*— 1- 

Особо простой вид в этом случае принимают равенства 

йх йу 

сов а = — , 5іп а = -г- , 

йз из 


доказанные для всякого параметра. 

Если параметром служит дуга кривой, то 

со$а = .х', 8іп а =у', 

где х 8 и у'— производные по дуге. 

Простота этих формул и заставляет при теоретических исследованиях 
принимать за параметр дугу. 


§ 184. Основная формула для кривизны. 

Предположим, что кривая дана параметрически уравнениями 

*=ч>(<). у = '!>(*)• 


Выбрав положительное направление кривой, проводим через начало і.оор- 
динат прямую А, параллельную касательной в точке М и одинаково 
с ней направленную (черт. 176 и 177). Угол ее направления с осью 
X попрежнему обозначаем через а. 

Вообразим, что точка М движется по кривой в положительном на¬ 
правлении, увлекая с собой касательную. При этом прямая А, оставаясь 
все время параллельной касательной, вращается около О. Возможны 
два и только два случая: прямая А может вращаться или против часовой 
стрелки, или по часовой стрелке, т. е. вращение ее будет или поло¬ 
жительно, или отрицательно. В первом случае кривая изогнута поло¬ 
жительно, во втором — отрицательно. 

Заметив это, выбираем на кривой начало отсчета дуг. Пусть точка А1 пе¬ 
реходит в положительном направлении в точку /И' (черт. 176); в таком 
случае длина дуги ММ 9 равна причем Д$>0. Пусть е—угол смежности 


для дуги МІ\Ѵ\ тогда средняя кривизна этой дуги равна , и если 
к— кривизна кривой в точке М, то 
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Пусть Ь и I! — прямые, проходящие через О параллельно касательным 
в М и М\ Угол между ними равен е. 

Вели кривая изогнута положительно, то при переходе от М к М г 
(черт. 176) угол а получает положительное приращение Да, а потому 

е = Да. 


Но если кривая изогнута отрицательно, ю I вращается по часовой 
стрелке, а потому угол ІОі\ равный Да, отрицателен, и, следовательно , 
теперь (черт. 177) 



Если равенство (2) переписать в таком виде: 

<і% 

_ у — __ 


то естественно знак минус отнести к кривизне, т. е. естественно счи¬ 
тать ее в этом случае отрицательной. 

Условие и теорема . Условимся кривизну кривой считать поло¬ 
жительной для кривых, изогнутых положительно, и отрицательной 



для кривых, изогнутых отрицательно. При этих условиях всегда 



Соответственно этому и р.щиус кривизны /? будем считать положитель¬ 
ным или отрицательным, смотря по тому, как изогнута кривая, положи¬ 
тельно или отрицательно. При таком условии попрежиему 



но только теперь мы должны сказать, что окружность, кривизна кото¬ 
рой равна кривизне кривой, имеет радиус, равный не радиусу кривизны, 
а его модулю. 

Замечание. Необходимо обратить внимание на то, что положительная 
или отрицательная изогнутость кривой не есть свойство, внутренне при¬ 
сущее кривой, но есть свойство, тесно связанное с выбором положитель¬ 
ного направления кривой. Знак изогнутости вполне зависит от направле¬ 
ния кривой. Если, идя по кривой в одном направлении, мы видим, что 
касательная вращается против часовой стрелки, то, идя в противополож¬ 
ном направлении, мы увидим, что касательная в;ащается по часовой 
стрелке. Следовательно, знак изогнутости зависит от выбора положи¬ 
тельного направления на кривой. 


§ 185. Формулы для радиуса кривизны. 

Мы доказали, что 

* = і.' * = Т' 


я потому мы имеем основную формулу для радиуса кривизны: 


Но 


«откуда 


аа 


. 4у 

* 8а= й’ 




где п — некоторое целое число *), а потому 


(Іа = 


а® 

ах _ йхд?у — Ау&х г 

ІХ г -\-йІу 2 ’ 


'+№ 


(1) 


*) Под агсідд: мы разумеем только дуги, лежащие в первой или четвертой 
•четвертях; но а может лежать в любой четверти. 
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ио <І5- = Ах 2 йу 1 , следовательно 

, _ йк$ 1 у — Ауй 2 х 

2— 4? 


Вставляя это выражение в (1), получаем вторую формулу для радиуса 
кривизны: 


/? = 


<Іъ* 

йхй 2 у — йуй 2 х 


( 2 ) 


и отсюда третью: 


±(ал* + а 3 Р)2 
* ' йх <&у — йу А*х ’ 


( 3 ) 


где надо взять знак + или —, смотря по тому, выбрано ли направле¬ 
ние кривой в сторону возрастания параметра или убывания. 

Эти формулы справедливы, какая бы величина ни служила пара¬ 
метром. 

Пусть кривая дана уравнением 

У =/(*} 


так, что параметром служит независимое переменное л;. В таком случае 
(Рх-= 0, и из (3) имеем 

- ( а У 2 \ 2 

„ , {Лх^л-т 2 , ( 1 + аг *) 

— АхА’-у ~ ± Жу ’ 

ах 2 


что дает теорему: 

Если кривая дана уравнением у =/(х), то 


- , (і+У 2 ) 2 

* — — у • 


(4) 


где знак -|- надо брать, когда направление кривой выбрано в сто¬ 
рону возрастания абсциссы. 

Наконец, предположим, что параметром служит как раз дуга. Следо¬ 
вательно, 

.У “ <{>,(*) 


и 5 — независимое переменное. Имеем 

Ах . Ау 

соз а = — , зіп а = - 7 -. 
А$ Аз 


Диференцируя эти равенства по з и зная, что 

Аг 1 



получаем равенства 


эіп а _ б 2 х соз а _ б 2 у 

к б7 г ’ " 7 ?“ — б& 2 ' 

Возвышая их в квадрат и складывая, имеем теорему: 

Если параметром служит дуга, то 

і /<Гу\« 

& \ая-) + \<*я 2 ] ' 

Обозначая через х* и у" вторые производные от х \\ у по полу¬ 
чаем очень простую формулу: 


К сожалению, она не дает знака кривизны. 

Возьмем формулу (4): 

п , О +У 8 )” 5 

/? = ± т * 

В точке перегиба 7 = 0, а потому 

/? — оо, А= 0. 

Следовательно, *о всякой точке перегиба кривизна кривой — нуль, а 
радиус кривизны бесконечен . 

На практике чаще всего приходится пользоваться формулами (3) и 
(4). Для теоретических исследований имеет большое значение формула (1). 


§ 186. Дуга и кривизна в полярных координатах. 

Предположим, что кривая дана уравнением г=/(ю) в полярных 
координатах, и пусть <о — независимое переменное. Известно, что 



лг = гсозсо, - у = гзіпо) и бг—г 9 бі о, 
а потому 

с Іх=( — Г5ІП Ю-І’^ 008 ®) 
бу = (г СОЗ 0) +- г 1 зіп о>) бы, 
бв* = бх 2 + бу 2 = (г 2 +. Г*) йГо, 3 . 

Будем считать положительное напра¬ 
вление в сторону возрастания >гла 
со. Тогда имеем 

б$=-\- г 1 * бы. (1) 


Вычислим теперь кривизну (черт. 178). 

Проведя через полюс прямую А, параллельную касательной, непо¬ 
средственно из чертежа убеждаемся, что 
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а потому 


2 = со -(“ агс сі^ — ііг от - 


По основной формуле 


Из (2) имеем 

<іа — 


Я 


гіа * 



г « + 2 /“— гг" 
Г* + /2 


4а). 


( 2 ) 

( 3 ) 


Из (1) и (3) получаем теорему: 

Если направление кривой выбрано в сторону возрастания 
лярного угла» то 




Л _ (г* + г'Г 
г 3 + 2 г'* —гг*' 


по- 


(4) 


Мы знаем, что если /?]>(), то кривая изогнута положительно. Но 
что значит положительная или отрицательная изогнутость в полярных 
координатах? 




Если независимым переменным служит о), то положительным напра¬ 
влением кривой мы должны считать то направление, в котором движет¬ 
ся точка М по кривой при возрастании ев. Легко видеть, что при этом 
(черт. 179 и 180) касательная в точке М вращается против или по ча¬ 
совой стрелке, смотря по тому, обращена ли кривая к полюсу вогну¬ 
тостью или выпуклостью. Следовательно, в данном случае положи¬ 
тельная изогнутость указывает на вогнутость, а потому если /?> 0. 
то кривая обращена к полюсу вогнутостью, и она обращена выпукло¬ 
стью, если /?<0. Таким образом, знак у /? определяет вогнутость или 
выпуклость кривой относительно полюса. Но числитель в (4) всегда по¬ 
ложителен, а потому знак /? одинаков со знаком знаменателя. Получаем 
теорему: 
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Если 


г 2 -+- 2г' 2 — гг" > о» 


то кривая вогнута к полюсу. Если же 

г г + 2г'* — гг'< О, 

то кривая выпукла к полюсу. 

В точке перегиба /?=эс, а потому из (4) заключаем, что: 

в точках перегиба 

Г 2_|_2г г 2 — гг" = 0. (о) 

Это дает нам возможность, решив уравнение (5), найти те точки, ко¬ 
торые могут быть точками перегиба. 


§ 187. Заключение. 

1- В декартовых координатах 


. Л . „ , , „ сіх . сіу 

а$* = сіх 2 -\-(Іѵ 2 , со5а = -~, 5іпа = — , 

аз йз 


в полярных 


йз .= }/" г 1 г' 3 Л». 

2. В декартовых координатах, если кривая дана параметрически, 


то 




(Лс*-МУ ) 5 


йхсРу — с іусРх 
Если уравнение кривой у=/(х) у то 


/? = 


, (1+У 2 ) 2 


В полярных координатах 

/? = 


Г* + 2 г’* — ГГ* ’ 


Поэтому в тех точках, для которых 

г 2 + 2 ^2 -//>(), 

кривая обращена к полюсу вогнутостью. В тех же точках, в ко¬ 
торых 

г 2 + 2/ 2 — /т" < О, 


кривая обращена к полюсу выпуклостью. 

В точках перегиба необходимо 

Г 2_|_2г г * — /г" = 0. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ШЕСТАЯ 


СОПРИКАСАЮЩИЙСЯ КРУГ. ЭВОЛЮТА КРИВОЙ. 

Мы рассмотрели дугу кривой, направление ее касательной и кривиз¬ 
ну. Из основных элементов кривой остается рассмотреть соприкасаю¬ 
щийся круг. 

§ 188. Центр и радиус соприкасающегося круга. 

Соприкасающийся круг к кривой в точке М мы определили как пре¬ 
дельное положение круга, проходящего через точку М и через две 
бесконечно приближающиеся к ней точки М г и М 2 . 

Чтобы вычислить координаты центра и радиус соприкасающегося 
круга, мы будем итти тем путем, который подсказывается его опреде¬ 
лением. Пусть кривая дана параметрически уравнениями 

х = уѴ), у=•■!>(')> 

где предполагаем функции <р(/), ф(/) и их производные непрерывными, 
и пусть 

М(х, у, і), М 2 (х ѵ у, *,), М г (х„ ѵ,; і 2 ) 

— три точки на кривой. 

Обозначим через г, а, Ь радиус и координаты центра круга О, про¬ 
ходящего через точки М, ЛТ,, М 2 , и наметим следующий план: сначала 
вычислим г, а, Ь, а потом, вычислив их, посмотрим, во что они обра¬ 
тятся в пределе, когда точки Ж, и М 2 будут бесконечно приближаться 
к М. 

Уравнение круга О имеет вид: 

(X — а)* + (У — Ь) 2 — г-. 

Круг проходит через точки М, УН,, М 2 , а потому координаты их должны 
удовлетворять этому уравнению: 

(х — а)*-Ну—4)» = г«, 

(дг, —в)* + (у,-*)* = /•, (1) 

{Х 2 — а) а + {у 2 — Ь)і = г 2 . 


Теоретически задача почти решена. Мы имеем систему трех уравне¬ 
ний с тремя неизвестными а, Ь и г. Остается только решить ее отно¬ 
сительно неизвестных. Но если бы мы пошли этим путем, то мы 
получили бы для а, Ь, г очень сложные выражения. Поэтому пойдем 
окольным путем. При этом примем во внимание, что нам нужны не сами 
а у Ь у Гу а их предельные значения, которые они примут, когда М } и М 2 
совпадут с М . 
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( 2 ) 


Точки М, Л1 л , М 2 лежат на кривой. Поэтому 

Х = у(1), -Ѵ] = <р(^д), ДСд 

.у=ф(0. л=Ф(<*). л=Ф(<«)• 

Пользуясь этими равенствами, перепишем уравнения (1) в такой форме; 

[?м—*]* + №«) 

[?(*,)— «]*-НФ(*і)-Ч* = Л (3) 

Введем вспомогательную функцию ф(и) % которую получим, перенося 
в первом уравнении г 2 в левую часть и потом заменяя в левой части і 
переменным и: 

0 (*) = [? (И) — в]* + [ф (в) — *] 2 — •*• ( 4 ) 

Тогда уравнения (3) перепишутся в такой форме: 

0(0 = 0, 0(/,) = О, 0(/,) = 0. (5) 

Следовательно, функция ф(и) обращается три раза в нуль, а потому по 
обобщенной теореме Ролля (стр. 146) есть такие т 1 и т 2 , промежуточные 
между / 2 , что 

0(0 = 0, 0 г (т,) = О, ф п ( т г ) = 0. (6) 

Но обратим внимание на то, что правая часгь (4) является не только 
функцией от ы, но также и от а у Ь и л Поэтому точнее ее надо обо¬ 
значить не через ф{и)> а так: 

ф(и, а , Ь, г) = [?(«) — а]* + [ф(а) — *]* — г 4 -. (7) 

Соответственно этому уравнения (6) перепишутся в такой форме: 

0(/, а, Ь, г) — 0 (8) 

Ф\ “і, я, Ь , г) —0, #"(т 2 , а, Ь , г) =0, (9) 

где ф' и ф* — производные от ф по а. 

Пусть теперь и М 2 приближаются к М. В таком случае ясно, 
что 

Ііш — Игл і 2 —і. 

Так как и т 2 промежуточны между / 2 , то очевидно, что также 

Іітт! = Итт 2 = /. (10) 

Когда М 2 и М 2 приближаются к М, то а , Ь у г тоже меняются. Пусть 
2, ч и р — их предельные значения, т. е. те значения, которые они по¬ 
лучат, когда круг О обратится в соприкасающийся круг: 

Нт я = $, ІітЛ = і), 1ітг=р. (И) 

Следовательно, $ и ц — координаты центра, р — радиус соприкасающе¬ 
гося круга. 

При переходе к пределу, благодаря (10) и (11), уравнения (8) и (9) 
обратятся в уравнения 

Ф(*> 5, г„ р) = 0, (12) 

0'(*> 5, ч, р) = 0, ф'% 5, 7 ), р) = 0, (13) 
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где согласно (7) * 

ч- р)=[?(<)—б^+жо—ч^ — р*. 

Поэтому уравнение (12) есть уравнение 

[<рМ-5] , + [фЮ~Ч] , = Р*. (14) 

а уравнения (13) получаются,, если диференцировать два раза по і ура¬ 
внение (14). При этом диференцировании Е, г], р рассматриваются 
как п >стэянные, хотя в действительности они, как увидим,—функции і. 
Но лг = !р(<), у — <{>(/), а потому (14) можно переписать так: 

(*-9»+ (У-Ч)»=Р*. 
и мы получаем такое правило: 

Координаты 2, у) центра и радиус р соприкасающегося круга 
удовлетворяют уравнению 

<*—5)*+(^~ч) 8 —Р 2 (16) 

и тем двум уравнениям, которые получим, диференцируя это ура¬ 
внение два раза по параметру і, функциями которого являются х и 
у. При этом диференцировании Е, т]> р рассматриваются как посто¬ 
янные. 

Заметим, что уравнение-(15) выражает простое условие того, что 
круг 

(*-Е)» + (Г-ч)*=Р я . 


т. е. соприкасающийся круг, проходит через точку М(х 9 у). 

Поступим же согласно полученному правилу, ко предварительно 
сделаем допущение относительно параметра. Мы знаем, что одна и та 
же кривая может быть параметрически представлена весьма различными 
уравнениями в зависимости о? выбора параметра. Между прочим, за па¬ 
раметр можно принять дугу* 

Предположим , что для нашей кривой параметром служит дуга 
Следовательно, в уравнении (15) мы должны рассматривать х и у как 
функции я и диференцировать его два раза по $. Берем это уравнение 

(х — Е)* + (у— ч) 2=г Р а - (15) 


Диференцирусм 

чаем 


его по рассматривая 5, 7], р как постоянные; полу- 


(Х ~^Т5^ (У ~^ = 0; 


НО 


а потому 


йх Лу 

— = сов а, г — 5іп а, 
ав ав 

{х — Е) сов а -|- (у — чИ іпа = 0, 


(16) 

(17) 


где а — функция в. Диференцируя по в второй раз, имеем 


ах . 4 . . аа . йу . . . . аа п 

— сов а — (х — Е)$ш а-г 4- -р- вш а 4- (у —я) сов а -р = 0. 

ав ав ' а$ 1 ' " ав 


22 Диференциальное исчисление. 
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Принимая во внимание (16) и зная, что 

<іа _ 

Те~ Я ’ 

где Я — радиус кривизны, найдем 

— (ж —+ —Т|) —-(-1 = 0. (18) 

В результате (16), (17) и (18) дают нам следующую систему уравнений: 

(х — &) а + (у — ч) а = Р* 

(х — &)соза -|- (у — і))зіпа = 0 
(х — 5) 5Іп а — (у — г,) соз а=Я. 

Решая два последних, найдем 

х — 6=/?зіпа, у — т] — — Ясова, (19) 

й тогда первое дает 

= (20) 

Отсюда нельзя заключить, что р = /?, потому что р — существенно по¬ 
ложительная величина, а радиус кривизны Я может быть и отрицатель¬ 
ным. Из (20) следует только, что 

Р = І*|. (21) 

Теперь (19) и (21) дают теорему: 

Радиус соприкасающегося круга равен нодулю радиуса кри¬ 
визны: 

Р=|*|. (21) 

Координаты центра соприкасающегося круга определяются по 
формулам: 

$аеж — Лзіпа, 7] =у + Лсоза. (22) 

Радиус соприкасающегося круга оказывается равным модулю радиуса 
кривизны, а потому соприкасающийся круг называется также кру¬ 
гом кривизны, а его центр — центром кривизны. 

Равенства (22) выведены нами в предположении, что параметром 
служит дуга. Но они справедливы при всяком параметре, потому что 
значения входящих в них величин не зависят от выбора параметра. 

Вели кривая дана уравнением 

-V =/(*). 

ТО 

Лв^ѴТ^фйх, У )г , 

соз«=4%= *,« = *=* 

а * V і +/ 2 йа /прт* 

Вставляя эти значения в (22), заключаем: 
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Если кривая дана уравнением у=а/(х), то 

е_- УО+У*> г _, , І+У* 

' —*-у- * г <—-У"!-- • 

Эти равенства удобны для фактического вычисления координат 2 и 7), 
когда кривая дана функцией. Если она дана параметрически, то поль¬ 
зуемся уравнениями (22), которые также очень удобны при теоретиче¬ 
ских исследованиях. 




Чтобы исследовать положение центра соприкасающегося круга, вос¬ 
пользуемся тем, что положение его не зависит от выбора осей коорди¬ 
нат, а потому поместим начало координат в точке М кривой, направив 
ось X по касательной. Тогда для точки М как начала имеем 

х=у = 0, со$а=1, зіпа=0, 
и формулы (22) дают 

5 = 0, т] = /?. 

Из того, что 2 = 0, следует, что центр О соприкасающегося круга лежит 
на нормали. Для кривой, положительно изогнутой, /?>0 (черт. 181), 
а для отрицательно изогнутой /?<0 (черт. 182). Поэтому 

центр соприкасающегося круга лежит на нормали по ту сторону 
касательной, в которую кривая обращена вогнутостью. 

К тому же заключению мы пришли и раньше из геометрических сооб¬ 
ражений. 

§ 189. Эволюта кривой* 

Будем центр кривизны О и точку М кривой называть соответствую¬ 
щими точками. 

Вообразим, что для каждой точки данной кривой АВ построен соот¬ 
ветствующий ей центр кривизны. В своей совокупности эти центры об¬ 
разуют некоторую кривую А'В 9 (черт. 183). 

Геометрическое место центров О кривизны всех точек данной 
кривой АВ называется эволютой данной кривой АВ • Сама данная 
кривая по отношению к своей эволюте называется ее эвольвентой. 

Эволюту также называют обверткой, эвольвенту — разверткой. Но эти 
термины мало употребительны. 

22 * 
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Для определения координат центра 
кривизны мы имеем равенства 

ё = х — /?зіпа, ц=^-|-/?со8а. (1) 

Если х и у нам даны как функции 
параметра /, то с помощью формул 

іх йу г, /О, 

$ " , “=й' н ~Ті т 

мы можем вычислить соз а, зіп а и /? 
как функции параметра і. Подставив их 
^ значения в (1), мы выразим Б и 7 ) как 
функции і . Следовательно, координаты 
центра кривизны всегда можно рас¬ 
сматривать как функции того же па¬ 
раметра і, функциями которого являются координаты х и у точки 
данной кривой . 

Среди различных свойств эволюты заслуживают особого внимания два 
свойства, из которых одно относится к касательной эволюты, а другое 
к дуге ее. 

§ 190. Касательная к эволюте. 

Обозначим через / угол направления касательной к эволюте в точке С. 
Аналогично формуле 

. іу 



Черт. 183. 


очевидно, имеем 




Вычисляем 4$ и А). Диференцируя равенства (1) (§ 187) и принимая 
во внимание (2), находим 

аі=іх — /? соз а іа — яіп я <Щ= іх — ^ ^ іа — зіп а іН, 

іа і$ 

іъ=іу —/? зіп а іа + соз а іН=йу — ^ • — іа 4- соз а іЯ. 

іа а$ ' 


Поел* очевидных сокращений получаем чрезвычайно 

— зіп а Л?, А)=соз а Л?, 


откуда 

*іУ = — сІ8а = іе(а + у) . 


простые равенства 
( 3 ) 


а потому у = а+ . Следовательно, чтобы получить направление ка¬ 

сательной к эволюте в точке О, надо касательную к кривой в точке М 
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повернуть на прямой угол, а потому касательная к эволюте в точке О 
перпендикулярна к касательной к кривой в точке М. Получаем теорему: 

Касательная к эволюте в точке О совпадает с нормалью к дан¬ 
ной кривой в точке М, а потому всякая нормаль к данной кривой 
касается эволюты. 

Это первое свойство эволюты. 

§ 191. Дуга эволюты. 


Всякая кривая, вообще говоря, в различных точках имеет различную 
кривизну. Вообразим, что мы пробегаем кривую на чертеже 184 от 
начала А до ее конца В . Тогда сна¬ 
чала кривизна будет или уменьшаться или 
увеличиваться. Предположим, что, когда мы у/ 0 ^ 

идем от А до А ѵ то кривизна увеличи- у^ Д 

вается. После перехода через точку А г у ] 

она пусть уменьшается, пока не дойдем Ау - / 

до некоторой точки А 2 , при переходе ' I 

через которую кривизна опять увели- А*у Д / 

чивается, пока не дойдем до точки А г / I у 

Тогда она уменьшается, чтобы снова / у у 

начать увеличиваться при движении от / /% уА* 

А 4 к А ь и т. д. Очевидно, что в точках 1 

А ѵ Л 3 , і 4 6 ,... кривизна кривой больше, 

чем кривизна в смежных с ними точках. ■ 

Напротив, в точках 4 2 , И 4 ,... она меньше, 

чем в смежных с ними точках. врт * 

Те точки кривой, в которых кри¬ 
визна больше (или меньше), чем в смешных с ними точках, назы¬ 
ваются точками максимума (или минимума) кривизны. 

Так как ѵ 


Черт. 184. 


*=Т' 


то, очевидно, точки максимума и минимума ^ 

для кривизны соответственно будут для радиуса ^ 

кривизны точками минимума и максимума. у 

Рассмотрим не всю данную кривую, а толь- у 

ко такую часть ее АЗ (черт. 185), на которой г еУ 

нет ни одной точки максимума или миниму- Ру/ " 

ма кривизны. Следовательно, при движении ——А 
точки М по этой части кривой в одном направ- / 

лении радиус круга кривизны { 

Р = |/?| 

будет только возрастать; при движении же 
в противоположном направлении—только уменъ- Черт. 185. 

шаться. 

Положительное направление на кривой выберем в сторону воз¬ 
растания р. Пусть это будет направление от А к В. Пусть А' нВ 1 — 
центры кривизны, соответствующие точкам А и В. 

Направление на эволюте выбираем от А 9 к В \ За начало отсчета 
дуг принимаем точки А и А \ Через 5 обозначим дугу АМ данной 
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кривой, через а — соответствующую дугу АО эволюты. Для дальней¬ 
шего важно, что при выбранных нами положительных направлениях 
кривых АВ и А 1 В 1 радиус р и дуги $ и о одновременно возрастают, 
а потому их производные и диференіщалы должны быть одного и того 
же знака. 

На дуге АВ радиус кривизны /? при выбранном направлении от А 
к В может оказаться или положительным или отрицательным в зависи¬ 
мости от изогнутости кривой. Поэтому, смотря по обстоятельствам, 

Р = ±Я, 4р = ±<*/?. 

Вспоминая, что (стр. 340) 

46 = — зіп а 4/?, 4т| = со5 а 

имеем 

4о* = 4б 2 + 4Г|* = 4/?* = 4р 2 , 

а потому 

4а = Ч- 4р. 

Так как а и р одновременно возрастают, то берем знак 

4а=4р. 

Но функции, диференцналы которых равны, могут отличаться только 
на постоянную величину. Следовательно, 

а=р + С 1 , 

где С —постоянная величина, не меняющаяся с изменением положений 
точки М и соответствующей точки О. Поэтому если вместо М возьмем 
какую-нибудь точку В , которой соответствует центр кривизны В\ 
и если а, и р 1 — значения дуги а и радиуса р для точки В\ то 

+с, 

а потону 

3 , —а = р,-р. 

Получаем теорему: 

Длина дуги ОВ' эволюты равна разности радиусов кривизны 
данной кривой в точках Ди М, соответствующих концам дуги 
эволюты. 

Пусть р 0 — радиус кривизны для точки А. По доказанному имеем 
3 — р — ро, а потому 

р = в -}* Ро 

при всяком положении точки М. 

Вообразим, что в точке В* прикреплен конец нити, натянутой по 
касательной В'В и по длине равной В , В = р ] . Будем навертывать эту 
нить на эволюту, держа ее все время натянутой. Какую кривую опишет 
конец нити В ? 

Так как 

р ) =р + (<>! — о)=ВЧЗ 4- ОМ, 

то когда нить будет навернута настолько, что покроет дугу В'О, она 
пойдет далее по касательной ОМ и конец ее совпадет с точкой М. 
Следовательно, когда нить длины р г и прикрепленную в В 1 мы будем 
навертывать на эволюту, то конец ее опишет эвольвенту. Очевидно, что 
если мы сначала навернем нить на дугу А'В' так, чтобы она от А' шла 
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по касательной до точки А % и будем, держа ее натянутой, развертывать, 
то конец ее опишет ту же эвольвенту. Поэтому-то эволюту называют 
обверткой, эвоіьвенту — разверткой. 

$ 192. Циклоида. 

Исследуем подробно циклоиду, уравнения которой 

х=*а (і — зіп*), у = а(1— со$і). (1) 

Вычисляем сначала дугу. Из (1) имеем 

4х = а(\ — соз/)41, 4у = аз1пі(1і 9 (2) 

а потому 

Ы^—2аЦІ~ с08()= 4л«Ли» йі*. ,3) 

Начало отсчета дуг примем в начале координат (черт. 186). Положительное 
направление будем считать в сторону возрастания параметра, т. е. слева направо 



Тогда ^ положительно, а потому из (3) 

4$ = + 2а $іп у <И. (4) 

Перепишем это равенство в такой форме: 

4$ а / . і \ 

Л=л(- 4 “ СО ’2> 

Ввиду равенства производных заключаем, что 

5 —— 4а С08-|-+С, (5) 

где С—какое-то постоянное. При нашем выборе начала отсчета дуг мы должны 
при і =0 иметь 5 = 0, а потому С = 4д, н, следовательно, 

5 = 4д — соз -^ = 8 а *іп« —. (в) 

Полагая * -2*, найдем, что длина всей циклоиды равна 8а. 
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Вычисляем направление касательной. Ив (2) и (4) имеем 


С089 =5Г 


4x1 — соа ( 


= 5ІП 2* 


. йу 
зіпа = 5і= 


ІІО* 


2 &іп 


= соз т 


Следовательно, 
а потому 



( 7 ) 


Опустив перпендикуляр С7Ѵ на хорду МР и соединив точку М с точкой Я', 
диаметральной точке Я, заключаем, что угол РМС равен в. 

Так как угол РМР ' как опирающийся на диаметр — прямой, то угол МР'Р 

равен ^ — а, а потому угол Р'ТР= а. Следовательно, ЛІЯ' - касательная к ци¬ 
клоиде. Заключаем: 

Если Я —точка касания образующего круга с основанием ци¬ 
клоиды и если Р г — противоположно-диаметральная ей точка, то 
прямая МР — касательная к циклоиде, а прямая МР — нормаль 
к ней. 

Следовательно, длина нормали равна длине хорды МР и ясно, что 

МР = 2а 5іп (8) 

Вычисляем радиус кривизны. Принимая во внимание (4) и (7), имеем 

= 8іп {- '- 9 > 

Сравнивая с (8\ получаем 

/? = _ 2 МР. 


Следовательно, радиус кривизны в два раза больше длины нормали. Так как 
он отрицателен, то циклоида изогнута отрицательно, что очевидно и геометри¬ 
чески. 

Отложим на нормали отрезок РО — МР. Точка О будет центр кривизны. 
Вычисляем его координаты по формулам 

5 = х — /?зіпа, ті =гу і?со$а. 

Принимая во внимание (1), (7) и (9), найдем 

5 — а{і + зііі 0* т, — «(—* 1 + соа і). 00) 

Пусть К — средина основания циклоиды. Ее абсцисса равна л а . Перенесем 
начало координат в точку 0 (па> —2а). 

Приняв СУХ и СУ У за новые оси и обозначая относительно них координаты 
точки О через X и У, имеем 


а потому 
Полагая 
имеем 


Ь = Х + ка % 2а, 

Х=а{і — к + зіпО, а(1 + соз 0- 
х = і — к; ^ — х + 


Х=а(- — ііп і), У = а(1 — сое т). 

Сравнивая с (1), заключаем: эволюта циклоиды есть циклоида. 
Ясно, что дуга 0*0 соответствует дуге ОН, а дуга СУС ? — дуге 


(И) 



На циклоиде очень ясно видно» что теорема о дуге эволюты» доказанная на 
стр. 342, верна только при условии, что на соответствующей дуге эвольвенты 
нет точек максимума и минимума кривизны. Для циклоиды такими точками 
являются точки О и //, что ясно из формулы # = —2 МР. Поэтому теорема вер¬ 
на для половины ОН циклоиды, а также и для половины НО. Например, дуга 
0’0 = (УН— ОМ, дуга 00= ОМ, потому что /? в точках О и о равен нулю. 

Но для всей циклоиды теорема уже неверна. Так, например, дуга СО р () 
эволюты не равна разности радиусов кривизны циклоиды в точках М и (?', т. е. 
не равна Ми. 


§ 193. Заключение. 


1. Соприкасающимся кругом к кривой в точке М называется 
предельное положение круга, проходящего через точку М и через 
две точки, бесконечно приближающиеся по кривой к точке М . 

Радиус его равен модулю радиуса кривизны. Центр его лежит 
на нормали в сторону вогнутости кривой. 

Координаты центра определяются уравнениями 

$ = х — г\=у + Я со$а. 


Если уравнение кривой у=Дх) % то 


5 =* 


1 4-у' а 


>1 —У-\- 


1+/ 2 

у • 


Как общее г правило, соприкасающийся круг пересекает кривую. 

2. Касательной к эволюте служит нормаль к эвольвенте. 

Дуга эволюты дінной кривой равна разности радиусов кривизны 
данной кривой в точках, соответствующих концам дуги эвольвенты, 
при условии, что на соответствующей дуге данной кривой нет точек 
максимумов или минимумов радиуса кривизны. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ СЕДЬМАЯ 


АСИМПТОТА. 

Кривая или, подобно эллипсу, вся располагается в некоторой конеч¬ 
ной части плоскости, или, подобно гиперболе, она может иметь ветви, 
простирающиеся в бесконечность. 

В этой главе под кривой мы будем разуметь исключительно только 
такую кривую, которая представляется в форме одного непрерывного 
следа , про тирающегося в бесконечность. 

Про такую кривую принято говорить, что она имеет бесконечно 
удаленную точку. При этом когда употребляют такое выражение, то 
это не значит, что признают существование бесконечно удаленных точек. 
Таких точек нет, а потому выражение .бесконечно удаленная точка”, 
взятое самостоятельно, не имеет никакого смысла. Оно его имеет только 
в некоторых предложениях и притом тот смысл, который предварительно 
уславливаются приписывать такому предложению. Поэтому если в книге 
встречаем предложение, в которое входят слова .бесконечно удаленная 
точка*, то бесцельно стараться разгадать смысл этого предложения. Надо 
не строить о нем догадки, а знать, какой именно смысл приписывает 
ему данный автор. Часто одному и тому же такому предложению раз¬ 
личные авторы приписывают совершенно различный смысл. 

§ 194. Касательная в бесконечно удаленной точке. 

Если в уравнении прямой 

Ах Ву-\-С—0 

коэфициенты А, В , С меняются, то положение прямой тоже меняется. 
Поэтому такую прямую, т. е. прямую, в уравнении которой коэфициен- 
тами служат переменные величины, называют переменной прямой. 

Предельным положением переменной прямой называется прямая, 
коэфициентами уравнения которой служат пределы коэфициентов 
уравнения переменной прямой. Следовательно, если 

Ах + Ду + С=0 (1) 

— переменная прямая и если ее коэфициенты меняются так, что 
ІітАка, І1т&=&, Нт С = 0, 

то прямая 

ах + Ьу + с = 0 (2) 

есть предельное положение прямой (1). 

Конечно, если А, В, С меняются так, что не имеют конечных пре¬ 
делов, то и прямая (1) не имеет предельного положения. 

Заметив это, предположим, что имеем кривую, уходящую в бесконеч¬ 
ность, и пусть Р(^ — касательная к ней в точке М (черт. 187). Вообразим, 
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что точка М уходит по кривой в бесконечность, увлекая с собой 
касательную. При движении точки М положение касательной будет ме¬ 
няться. В зависимости от свойств кривой может оказаться, что она или 
стремится или не стремится к некоторому предельному положению. 

Если при удалении точки прикосновения в бесконечность, каса¬ 
тельная к кривой стремится к некоторому предельному положению, 
то это предельное положение касательной называют касательной 
к кривой в бесконечно удаленной точке. 

Рассмотрим, например, гиперболу 

1 


Так как у' = — —, то касательная к ней в точке ( х у у ) б>дет прямая 

У-у = -Ух-х), 

т. е. прямая 

'- х+ г-1 = 0 . , 3 , 

Пусть М уходит в бесконечность. Тогда х —>>ос, и уравнение (3) в 
пределе обратится в такое; 

У=0. 

Следовательно, мы можем утверждать, что ось X служит предельным 
положением касательной к гиперболе при удалении точки прикосновения 
в бесконечность. . 

Или вместо этого можно сказать, что ось X I Уы 

служит касательной к гиперболе в бесконечно уда- ]/ 

ленной точке. У 

Мы видим, что хотя по существу бесконечно 
удаленной точки на кривой нет, все-таки касатель- У 

ная в бесконечно удаленной точке может быть, 
потому что выражение „касательная в бесконечно ■'"у' 
удаленной точке* по условию и только благодаря / : 
условию имеет следующий смысл: «предельное 
положение .касательной при удалении ее точки Черт. 187. 
прикосновения в бесконечность". 

Если кривая, уходящая в бесконечность, дана уравнением 

или в параметрической форме, то чтобы узнать, имеет ли она в беско¬ 
нечности касательную, поступают так. Сначала пишут уравнение касатель¬ 
ной в какой-нибудь точке М, а потом ищут пределы коэфициентов этого 
уравнения, предполагая, что М уходит в бесконечность. Рассмотрим, 
например, кривую 



5ІПХ 

(4) 

У 

X 

Уравнение ее касательной 




5ІП X \ . ѵ . 

- ) 1Х ~ х> • 

15) 
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или 

/соѣх $іп*\ „ 

, 2 51П X 


Г= (.Х *>)* 

- С05 X А - 


1 X 

Полагая 

СОЗ X ЗІП X 

, 2 8ІПХ 


1 

II 

о 

с 

1 

II 

соз х Н- , 


X Х‘ 

1 X 

имеем 

Ѵ=аХ+Ь. 



Когда х —>оо, то ясно, что 

Нт а = 0. 


Но также ясно, что Ь не стремится ни к какому пределу, потому 
чтосозл; его не имеет. Следовательно, прямая (5) не имеет предельного 
положения, а потому кривая (4) не имеет касательной в бесконечно 
удаленной точке. 

§ 195» Асимптота. 


Асимптотой кривой» уходящей в бесконечность» называется 
всякая прямая» расстояние от которой точки, уходящей по кривой 
в бесконечность» в пределе равно нулю. 

Так, например, для кривой 


расстояние точки ЛЦх, у) от оси абсцисс равному. Но .у—>0, когда 
х —>оо. Следовательно, ось абсцисс есть асимптота для кривой (6). 

На том же основании ссь абсцисс есть асимптота для гиперболы у = . 

Рассмотрим, как для кривой, данной уравнением 



Черт. 188. 


У=/(х) (7) 

и уходящей в бесконечность, 
можно найти уравнение ее 
асимптоты. 

Пусть 

у ах + Ь (8) 

— уравнение произвольно 
взятой прямой Рф. 

Отметим, что буква у у 
нас одновременно фигури¬ 
рует в двух совершенно раз¬ 
личных смыслах. Ею мы обо¬ 


значаем и ординату кривой и ординату прямой, т. е. на чертеже 188 
и отрезок ЫМ и отрезок N0. Поэтому в дальнейшем надо постоянно 
обращать внимание, в каком именно смысле эта буква употребляется 
в каждой формуле. 

Обозначим через Ь разность между ординатами кривой и прямой, 
соответствующими одной и той же абсциссе. На чертеже это будет 
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отрезок ОМ. Ясно, что 


4 — (ах-^Ь), 

(9) 

а потому 


у = ах-\-Ь -)-8- 

(10) 


В этих равенствах под у мы разумеем ординату кривой. Так как у — 
функция х , то из (9) следует, что 8 тоже некоторая функция х . 

Пусть х —>*оо. Тогда точка М уходит по кривой в бесконечность. 
Поэтому если пря *ая Р( ?—асимптота, то 8 бесконечно умаляется. Обратно, 
если 8—»-0, когда х —^оо, то эта прямая будет асимптота. 

Эти соображения и равенство (10) приводят нас к следующему 
заключению: 

Если прямая 

у = ах + Ь (11) 

служит асимптотой к кривой 

.V =/(*), (12) 


то уравнение кривой может быть представлено в форме 

у^ах+Ь + Ъ, (13) 


где 4 бесконечно умаляется, когда х —>-оо. 

Обратно, если уравнение кривой может быть представлено в 
форме (13), где 4 бесконечно умаляется, когда х —уоо, то прямая 
(11) служит асимптотой к кривой (12). 

Н* надо забывать, что в (13).ѵ — ордината кр і вой, т. е. функция Д*). 

И вот хотя в (13) мы о величине 4 ничего не знаем, кроме того, 
что она бесконечно умаляется, если прямая Рф— асимптота, все-таки 
этого вполне достаточно, чтобы найти из (13) уравнение асимптоты. 
Действительно, предполагаем, что прямая Р<? — асимптота. Из (13) имеем 


У , Ь . 4 
- = °+ *+^- 


(14) 


Заставим х стремиться к оо. Получим 

Нш —=в. (15) 

X 

у 

Мы видим, что найдя предел отношения —, мы вычислим а. Пусть же 
а вычислено. Опять из (13) имеем, что 

Ь = (у — ах) — 4. 

Пусть снова х —Уоо. Тогда, так как при этом 4—у 0, имеем 

Ь = \\т(у — ах). (16) 

Следовательно, вычислив предел выражения у — ах, найдем Ь, Получаем 
теорему: 

Если кривая 


У =/(*) 


(17) 
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имеет асимптоту, то уравнение этой асимптоты может быть пред¬ 
ставлено в форме 

, у=ах-\-Ь, (18) 


где 


а 


ДГ-МО-* 


(19) 


Ь а Нт (у— ах). 

х-+со 


( 20 ) 


Конечно, в правых частях (19) и (20) у — ордината кривой, а не 
асимптоты, т. е. у берется из (17), а не из (18). 

Ясно, что если хоть одного из пределов (19) или (20) не существует, 
то и асимптоты нет. 

Рассмотрим пример. Пусть данная кривая 

= 8іп х у (21) 

у _ $іп х 


Нт— = 0, 

X 

а потому а = 0. Теперь имеем 

у — ах=5іпл\ 


т. е. синусоида. Имеем 

и ясно, что 


Когда х —>-оо, то у — ах не имеет предела. Следовательно, Ь не суще¬ 
ствуем а потому синусоида не имеет асимптоты. 

Рассмотрим кривую 


У= 


зіпл: 

х 


( 22 ) 


Имеем 


о = Ііш — = Ііт 

ДР-400 ^ Х-+О0 ^ 


= 0 , 


ь = 


Ііт (у — ах) = Нт ( = 0. 

х-юо х-*х> \ X I 


Следовательно, кривая (22) имеет у — 0 асимптотой. 

Теорема. Всякая касательная к кривой в бесконечно удаленной 
точке всегда является асимптотой кривой. 

Но, конечно, только в том случае, когда эта касательная существует. 
Пусть же эта касательная для кривой 

(23) 


существует н пусть ее уравнение 

у = кх+д. (24) 

Определим к н д. Уравнение касательной в какой-нибудь точке М 
таково: 

У=ух+(у- ху>). (25) 
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По условию эта касательная имеет предельным положением пря¬ 
мую (24). Следовательно, коэфициенты 


имеют пределами к и 

У и у — хУ 

Ч- 

(26) 


11т у = Нт /'(*) = А, 

Х-400 х^оо 

(27) 


11т (у — хУ) — д. 

дг-кэо 

(28) 

Если бы величины (26) не имели пределов, то тогда не существо¬ 
вало бы и касательной в бесконечно удаленной точке. 

Найдем теперь уравнение асимптоты. Как мы видели', оно будет 

где 

у=ах-\-Ь, 

(29) 


а = Нт — , 

Х-*00 X 

(30) 


Ь — 11т [у — ах) 

X—400 

(31) 

при условии, что пределы правых частей существуют. 

Для вычисления а и Ь воспользуемся правилом Лопиталя. 
что 

№. 

х-ю <!>(*) *-ко <!>'(*) 

Мы знаем, 


но только при условии, что предел правой части существует. 
Поэтому имеем 

а — Нт — = Нт ^І=Нт /(*), 

х-юс X х-и» X дг**оо 

но только при условии, что предел /*(*) существует. 

Но согласно (27) он существует, а потому 


а = к. 


Вычисляем Ь. Имеем 


— — а 

X 

Ь = 11ш (у — ах) = Ііш —-—. 

ММ X—400 * 


(32) 


По правилу Лопиталя 


(-У 

Нт — = Нт —у- = Ііт (у — хУ) 

ДГ-400 * -1С-ЮО 


]_ 

X 


х-юо 


при условии, что предел правой части существует. 

Но согласно (28) он существует и равен д, а потому 

Ь — д. 


(33) 
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Из (32) и (33) следует, что .касательная (24) в то же время и асимп¬ 
тота. Теорема доказана. 

Но заметим, хотя касательная в бесконечно удаленной точке всегда 
является асимптотой, но асимптота может и не быть таковой касатель¬ 
ной, потому что возможно, что кривая имеет асимптоту, не имея каса¬ 
тельной в бесконечности. Мы видели, что кривая у = как раз 

обладает этим свойствам. Имея ось X асимптотой, она не имеет ка¬ 
сательной в бесконечно удаленной точке. 

В заключение отметим, что очень часто понятие асимптоты смеши¬ 
вают с понятием касательной л кривой в бесконечно удаленной точке. 
Нередко даже определяют асимптоту как касательную а бесконечно уда¬ 
ленной точке. Поэтому надо твердо помнить, что 

касательной в бесконечно удаленной точке называется пре¬ 
дельное положение касательной при удалении точки прикосновения 
в бесконечность. 

Асииптотой кривой называется прямая, расстояние от которой 
точки, движущейся по кривой в бесконечность, стремится к нулю. 
Мы доказали, что если касательная в бесконечно удаленной точке 

существует, то она является и асимптотой. Но пример кривой у = ^^ 

ясно показывает, что кривая может иметь асимптоту, не имея касатель¬ 
ной в бесконечности. 


§ 196. Заключение. 

1. Коэфициенты уравнения асимптоты 

у = ах -|— Ь 

определяются равенствами 

а = Нт —, Ь = Ііш (у — ах ), 

Х-+ѴО * дг-*оо 

где в правых частях .у — ордината кривой. 

2. Если касательная в бесконечно удаленной точке существует, то 
она всегда служит асимптотой кривой, 

Но существование асимптоты еще не служит указанием на суще¬ 
ствование касательной к кривой в бесконечно удаленной точке. 



ГЛАВА ДВАДЦАТЬ ВОСЬМАЯ 


СЕМЕЙСТВА КРИВЫХ. 

До сих пор мы изучали кривую, рассматривая ее изолированно, вне 
•связи с другими кривыми. Но есть свойства кривых, которые проявляются 
только тогда, когда мы рассматриваем не одну кривую, а совокуп¬ 
ность кривых — то, что в геометрии называется семейством, или 
классом кривых. 

§ 197. Семейство кривых. 

Пусть имеем уравнение 

Ф{х , у, 1)= 0 ( 1 ) 

между тремя переменными. Из них х и у будем рассматривать как ко¬ 
ординаты точки; третье переменное / назовем параметром. 

Всякое уравнение между двумя переменными, если их рассматривать 
как координаты точки, представляет на плоскости некоторую кривую. 
Что касается уравнения (1), то на первый взгляд кажется, что оно, бу¬ 
дучи уравнением между тремя переменными, не может представлять на 
плоскости никакого геометрического образа. Однако, увидим, что и оно 
представляет некоторый вполне определенный геометрический образ, 
ыѳ только более сложный, чем кривая. 

Если в уравнении (1) мы дадим параметру / какое-нибудь значение /,, 
то нолучим уравнение 

Ф(х, У . *|) = 0 

ужа только между двумя переменными, которое как всякое такое урав¬ 
нение представляет некоторую кривую. 

Давая теперь в (1) параметру і другое какое-нибудь значение / 2 , 
мы получим новую кривую 

У< і*) = 0. 

Вообще если мы дадим параметру і ряд различных значений 
і ѵ 4’ •••> *п' то мы получим систему уравнений 

У, *і) = 0, Ф(х, у, <,) = 0, Ф{х, у, д=о, 

и так как каждое из них представляет некоторую кривую, то тем са¬ 
мым мы получим систему кривых, число которых будет тем больше, 
чем большее число значений будет дано параметру. 

Вообразим теперь, что мы дали параметру / все возможные д,ія него 
значения и что для каждого значения построена соответствующая ему 
кривая. Тогда мы получим бесчисленное множество кривых. Говорят, 
что в своей совокупности они образуют семейство кривых, и уравне¬ 
ние (1) называют уравнением этого семейства. Следовательно, 

23 Длференциальное исчисление. 
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семейством кривых, определенных уравнением 

Ф(х,у, 0 = 0, (1) 

называется совокупность всех тех кривых, которые получим, да¬ 
вая в уравнении (1) параметру і все возможные для него значения» 
Само уравнение (1) называется уравнением семейства. 

Конечно, ввиду бесчисленности их мы не можем фактически изобра¬ 
зить на чертеже всех кривых семейства. Их совокупность мы можем 
только мыслить. Но, построив достаточно большое число кривых, мы 
тем самым получим ясное представление о их форме и взаимном распо¬ 
ложении. 

$0 всяком случае м м видим, что уравнение 

• 1 <Щх, у, і)=0 


между тремя переменными представляет на плоскости вполне опре¬ 
деленный геометрический образ, но только более сложный, чем кривая. 
Оно представляет семейство кривых. 

Рассмотрим несколько примеров. Пусть дано уравнение 

-у* = і 2 . (2> 

Если в нем і. имеет некоторое значение, то это будет уравнение окружно¬ 
сти радиуса і с центром в начале координат О. Давая же параметру г различные 
значения, мы будем получать различные окружности 
с тем же центром О. Поэтому уравнение (2) есть ура¬ 
внение семейства концентрических окружностей с цен¬ 
тром в начале координат (черт. 189). 


Черт. 189. Черт. 190. 




На практике часто семейство кривых лается не уравнением, а каким- 
нибудь свойством, общим всем кривым семейства. Тогда, чтооы такое 
семейство могло стпъ предметом математического исследования, необхо¬ 
димо прежде всего, польлуись данным свойством, найти уравнение се¬ 
мейства. 

^Пусть, например, требуется изучить совокупность всевозможных окружно¬ 
стей одного и того же радиуса а с центрами в различных точках оси X 
(черг. 190). 

В этом случае общее свойство, объединяющее окружности в одно семей¬ 
ство, заключается в обладании ими одним и тем же радиусом и в расположении 
их центров на одной и той же прямой. 

Нетрудно получить уравнение этого семейства. Если і —абсцисса центр* 
произвольно взятого круга из этого семейства, то его у авнение 

(лг-0*-ЬУ* = <А (3> 

Рассматривая в нем I как переменный параметр, получим искомое уравне¬ 
ние семейства. 
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Рассмотрим еще. пример. Пусть требуется научить семейство эллипсов, 
направления осей которых совпадают с направлениями осей координат, причем 
сумма их полуосей есть величина постоянная. 

Если через а обозначим горизонтальную полуось эллипса, через Ь — верти¬ 
кальную, то по условию * 

« + * = /, (4) 


где / — постоянная величина. Заметим, что д может быть и больше и меньше 
потому что через а мы обозначили не бблыную полуось эллипса, а его* гори¬ 
зонтальную полуось. , 

Так как Ь — 1 —д, то уравнение эллипса 


X 2 у* 

д* + (7— а)* 


= 1. 


(5) 


Очевидно, что если мы будем рассматривать а как переменный параметр, 
то уравнение (5) даст нам искомое уравнение семейства. 

По условию задачи, так как 


то а меньше I и существенно положительно. ' 

В частном случае, при д = & = ^, мы имеем круг радиуса (черт. 191). 

Если мы будем увеличивать д, причем насколько а увеличится, настолько Ь 
уменьшится, то мы будем получать все более длинные и более тонкие эллипсы, 
которые в пределе при Ь — 0 обратятся в отрезок АВ длины 21. Напротив, 
уменьшая д, будем получать эллипсы, все более и более растянутые вертикально 
и все более узкие горизон¬ 
тально. В пределе при д = 0 

они обратятся в вертикальный )Р 

отрезок СО длины 2/. т 


Пусть дано семейство 

ф(х у, I) = о. (5) 


КИН 


аіііпія 

лню* 

і&ішияа 


Вообразим материальную 
бесконечно тонкую и гиб¬ 
кую нить, которая всякий 
раз, как мы даем параметру / 
какое-нибудь значение, при¬ 
нимает форму кривой, соот¬ 
ветствующей данному значе¬ 
нию параметра. С измене¬ 
нием значения параметра эта 
нить будет менять свое поло¬ 
жение и форму. Для ясности 
можно мыслить і как время, г 

а уравнение (5) — как урав- ч • 191 

нение той кривой, форму р * 

которой имеет гибкая нить 

в момент і. Тогда, двигаясь по плоскости, нить в каждый момент будет 
совпадать с некоторой кривой из семейства, а потому 

все кривые из семейства всегда можно рассматривать как раз * 
лічные положения одной и той же переменной кривой . 

Не мешает лишний раз обратить внимание на то, что уравнение (5) 
есть уравнение семейства, пока в нем рассматриваем і как переменное. 
Но то же уравнение становится уравнением кривой из семейства, лиш^ 
только мы в нем мыслим і как постоянное. 

355 


23* 


§ 198. Предельные точки и огибающая. 

Основным понятием в теории семейств является понятие о предель¬ 
ных точках. Дадим в уравнении семейства 

У , 0 = 0 (1) 

параметру какое-нибудь значение с . Получим (черт. 192) некоторую кри¬ 
вую ИН У уравнение которой 

Ф(*>У,с) = 0. (2) 

Дадим теперь параметру і произвольное, достаточно малое прираще¬ 
ние А. Получим новую кривую Н*Н\ уравнение которой 

ф(Ху у у й)=0. (3) 

Если мы будем менять А, то кривая НЧі* будет менять свое положение 
и форму. Вообразим, что А бесконечно умаляется. Тогда в пределе при 

А = 0 кривая Н*Н 9 сольется 
“ /ц' с кривой НН . 

Если А бесконечно ума¬ 
ляется, то кривую 

Ф(х, У, с + А) = 0 

будем называть кривой, 
бесконечно приближаю¬ 
щейся к кривой 

Ф(х> у, с)ав, 

Кривые НН и Н'Н ' мог$т 
пересекаться в одной или не¬ 
скольких точках, но они мо- 
Черт. 192. гут также и не пересекаться. 

Предположим, что они пере¬ 
секаются в точках іѴ 1? Л^ 2 , N 3 ,..., іѴ л . Когда А бесконечно умаляется, то Н'Н' 
изменяет свое положение и форму, а потому и точки Л^, ІѴ 2 ,.. М Л/ А , вооб¬ 
ще говоря, должны изменять свое положение, оставаясь на кривой НН . 
Каждая из них при изменении А движется по кривой НН по некоторому 
закону. Пусть, когда А бесконечно умаляется, то точки А/,, Л 2 , ..., 
бесконечно приближаются к точкам Р ѵ Р 21 ...,Р Л . Эти точки Р ѵ Р 2 ,. .,Р к 
называются предельными точками. 

Определение . Предельными точками, лежащими на кривой из 
семейства 

Ф(х, У, с)=: 0, (1) 

называются предельные положения точек пересечения этой кривой 
с бесконечно приближающейся к ней кривой 

Ф(х, у, с + А)=0. (2) 

Пусть /ѵ - (;, Г() — одна из точек пересечения кривых НН и Н’Н 
(черт. 193), и пусть Р==^(а, Ь) — та точка, к которой стремится точка N 
как к своему предельному положению, когда А бесконечно умаляется. 
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Следовательно, если 

Л —>> О, 

то 

и 1 )— >Ь. 

Мыслим сначала, что к имеет некоторое значение. Так как точка Лг 
лежит н на кривой НН и на кривой Н*Н*> то ее координаты должны 
удовлетворять уравнению той и дру¬ 
гой кривой, а потому 

ч. 0 = о, 

<0(3, щ, с-1-Л) = 0. (4) 

Но по теореме Лагранжа 

Ф& Ч> с + А ) — Ф& Ч* с ) = 

= Ад&'($, ч. с -+ вА). 

Принимая во внимание (4) и сокра¬ 
щая на Л, имеем 

да Ч. с + ЬН) = 0. 

Пусть теперь А—>-0. Так как при 
этом 3—>■«, т^-у-Ь, то в пределе И 
имеем 

Ф',(а , Ь, с) = 

Кроме того, так как точка Р лежит на 

ф(а, 1>, с) = 

Мы видим, что если мы возьмем уравнения 

ф(х, у, с) = 0, Ф\{Х, у , с) = 0, (7) 

то им должны удовлетворять координаты а и Ь предельной точки. Заменяя 
же с опять через /, получаем теорему: 

Координаты всякой предельной точки, лежащей на кривой 

ф(х, у, *)=і0, (8) 

удовлетворяют также уравнению 

да у, *) =о, (9) 

т. е. тому уравнению, которое получим, диференцируя уравнение 
семейства по параметру. 

Раз і дано, то, решая уравнения (8) и (9), найдем координаты пре¬ 
дельных точек, лежащих на кривой (8). Если же окажется, что эти урав¬ 
нения несовместимы, т. е. не имеют общих решений, то это покажет, 
что на кривой Н нет предельных точек, т. е. что кривые Н и И 9 не 
пересекаются. Но в общем случае на каждой кривой из семейства ле¬ 
жат свои, принадлежащие этой кривой, предельные точки. 

Вообразим же, что на каждой кривой из семейства мы отметили ее 
предельные точки. В своей совокупности они дадут некоторое геомет¬ 
рическое место. В большинстве случаев это геометрическое место 
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состоит из одной или нескольких непрерывных кривых. Но иногда слу¬ 
чается, что предельные точки не дают ни одной непрерывной кривой, 
а только систему изолированных точек. 

Геометрическое место всех предельных точек называется оги¬ 
бающей семейства. Соответственно этому каждая кривая из семей¬ 
ства называется огибаемой/ 

1 Чтобы' получить уравнение огибающей, можем рассуждать так. Мыс¬ 
лив, что і имеет некото ое произвольное значение. Координаты предель¬ 
ных точек, лежащих на кривой 

ф{х, у, і) = 0, ( 8 ) 

удовлетворяют уравнению 

' ' ч ФИ', У, *) = 0. (9) 

Решим эти уравнения относительно х и у. Пусть окажется, что 

* = *(*), у=Ш 00 ) 

и координаты предельной* точки представлены как функции параметра. 
Когда і имеет определенное значение, то из (10) получаем координаты 
тех предельных точек, которые лежат на кривой ( 8 ), соответствующей 
взятому значению I. Меняя в (10) параметр і , давая ему всевозможные 
значения, получаем всевозможные предельные точки, а потому уравне¬ 
ния ( 10 ) — уравнения огибающей. 

Чтобы получить уравнениэ огибающей, достаточно, решив ура¬ 
внения 

Ѵ ' Ф(Х, у.і) = 0 и ф\ (. х,у, і) = О, 


выразить х и у как функции параметра. 

'■ ' Если окажется, что в уравнениях (10) функции и ф(^) много¬ 
значны, то их придется заменить системой однозначных функций. 
этом случае огибающая будет состоять из нескольких ветвей. 

* • Можно и иначе получить уравнение огибающей. 

Координаты всякой предельной точки Р удовлетворяют уравнениям 


ф(х,у,і) = 0 . ( 11 ) 

ф'(х,у,і) = 0, ( 12 ) 


(•ді і имеет некоторое значение. 

Исключим из этих двух уравнений /, т. е. составим, если сумеем, 
из этих двух уравнений такую комбинацию, чтобы получить уравнение 

(: Ф(х,У)^ 0 (13) 


уже только между хну. Тогда координаты точки Р, удовлетворяя ура¬ 
внениям ( 11 ) и ( 12 ), будут удовлетворять при всяком^ и уравнению (13), 
которое потому и будет уравнением огибающей. 

" Чтобы получить уравнение огибающей, надо исключить і из 
уравнений 

ф(х,у,і) = 0, ' (14) 

Ф& 9 у,()=*0. (15) 

Как производить это исключение на практике в каждом отдельном слу¬ 
чае, относительно этого никаких указаний дать нельзя. Но теоретически 
можно рассуждать так. 
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Решив уравнение (15) относительно /, мы получим для і как функ¬ 
ции х и у некоторое выражение. Пусть 

/ = ш(лг, у). (16) 

‘Вставляя это выражение в (14), мы получим уравнение. 

ф[х,у, <а(лг, у)] = 0 (17 

уже только между х и у, и таким образом і исключено. 

Хотя, не зная функции ш(дг, у), фактически мы не'можем написать 
уравнения (17), но мы можем представить его в такой форме: 


Ф(х,у, і) = О, 


сри условии рассматривать і как неявную функцию, определенную ура 
внением (15). Получаем теорему: 

Уравнение 

Ф(х,У>*) = 0 ( 18 ) 

можно считать уравнением огибающей при условии рассматривать 
в нем I как неявную функцию х и у, определенную уравнением 

ф'Дх,у,і) = 0. (19) 

Таким образом, одно и то же уравнение 

Ф(х , У, () = 0, 

рассматриваемое с различных точек зрения, представляет различные гео¬ 
метрические образы, а именно: оно представляет семейство кривых, если мы 
мыслим в нем г как переменное; оно представляет уравнение некоторой 
кривой из семейства, если мы мыслим в нем і как постоянное; нако¬ 
нец, оно же представляет огибающую, если в нем мыслить / как функ¬ 
цию, определенную уравнением (19). 

Может случиться, что из (19) параметр і определится как много¬ 
значная функция хи у. Тогда эту многозначную функцию мы заменяем 
системой однозначных и в (18) мыслим і как одну из этих однознач¬ 
ных функций. 

§ 199. Основное свойство огибающей. 

Всякая точка огибающей есть предельная точка, лежашая на н ко¬ 
торой кривой из семейства. Поэтому огибающая имеет хоть одну об¬ 
щую точку со всякой кривой из семейства, а 
именно предельную точку этой кривой. 

Пусть Р(а , Ь) — точка на огибающей АВ 
(черт. 194) и пусть 

Ф(х,У,с)= 0 (1) 

— уравнение той кривой СО из семейства, ко¬ 
торой принадлежит эта точка Р как ее предель¬ 
ная точка. Следовательно, 

ф(а,Ь,с) = 0. ( 2 ) 




Мы можем в точке Р иостроить касательную и к огибающей АВ и к. 
кривой СО . Напишем уравнение той и другой касательной. 

Уравнение касательной к кривой ( 1 ) в какой-нибудь ее точке напи¬ 
шется так: 

У> *) (*—*) + Ф'у( х > У> с) (V —у) = 0. <3> 

а потому уравнение касательной к кривой СО в точке Р(а , Ь) будет 

ф' к {а, Ь, с) (Х-а)+ ф'^а, Ь, с) {У — Ь) = 0. <4> 

Напишем теперь уравнение касательной к огибающей сначала в про* 
изволь ной точке, потом в точке Р . 

Пусть 

ф(х,у) = 0 

— уравнение огибающей. Тогда уравнение касательной к ней 

& { Х-х)+ д ^(У-у> = 0 . ( 6 > 

Но мы видели, что _ 

ф[х,у) = ф{х,у,1), (7) 


при условии если рассматривать і как неявную функцию, определенную 
уравнением 

Ф](Х,У,І) = 0. (8) 

По теореме о производной функции от функции имеем 

дх~ &* + Ф‘дх’ 

Ф=ф' + ф'*, 

Оу Оу 

Ьх ду 


и так как ф^ = 0, то 


а потому ( 6 ) может быть переписано так: 

Ф' ж (*. У, і) {Х-х) + ф' у (х, у, і) (К— у) = 0. 


Таково уравнение касательной к огибающей в любой точке. Для точки 
Р(а, Ь) имеем 


ф>, Ь, с) {Х—а) + фу(а, Ь, с) {Ѵ-Ь) = 0, 


но это уравнение совпадает с уравнением (4), а потому: 

Теорема. Огибающая с каждой кривой из семейства в общих 
с нею точках имеет общие касательные. 

И так как огибающая имеет общие точки с каждой кривой из семей¬ 
ства, то, следовательно, 

огибающая касается всех кривых из семейства. 

Поэтому-то кривые из семейства называются огибаемыми. 
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Замечание. Мы доказали, 
точки удовлетворяют уравнениям: 

ф{х> у, і) = О 


что координаты всякой предельнойі 


и Ф\{х,У> і) = 0. 


(19)' 



Черт. 195. 


Но не доказали обратного, а именно того, что если координаты 
точки удовлетворяют уравнениям (19), то точке необходимо предельная. 

Более глубокие исследования показывают, что уравнениям (19>, кроме 
координат предельных точек, могут удовлетворять также и координаты* 
особых точек кривых из семейства, если эти особые точки существуют. 
Поэтому, решая уравнения (19), мы можем в иных случаях, кроме ко¬ 
ординат предельных точек, получить* еще и координаты особых точек 
кривых из семейства. Но это не имеет особого значения. Важно то, 
что координаты предель¬ 
ных течек заведомо 
удовлетворяют уравне¬ 
ниям (19/. 

Примеры. Возьмем 
семейство кривых 

+ = (•) 

т. е. семейство всевозмож¬ 
ных окружностей с одним 
и тем же радиусом а, цен¬ 
тры которых лежат в различ¬ 
ных точках оси X. 

Пусть О — какой-нибудь 
круг из семейства с цен¬ 
тром в точке С ш абсцисса 

которой — *. Давая * приращение Л, получим новый круг ГУ с центром в С' г 
который с предыдущим кругом пересечется в двух точках и УѴ* Геометри¬ 
чески очевидно, что если Л будет бесконечно умаляться, то эти точки будут 
бесконечно приближаться к точкам Р 4 и Р* лежащим на концах вертикального 
диаметра круга /). Следовательно, на каждом круге есть две предельные точки 
Р { и Р 2 . Геометрическое место предельных точек всех кругов даст две прямых 
АВ и АВ\ параллельных оси Л. Следовательно, огибающая для данного се¬ 
мейства кругов распадается на две прямые, параллельные оси X (черт. 195). 
Диференцирѵя (I) по *, имеем 

— 2(х — *) = 0. (2) 

Этому уравнению и (1) должны удовлетворять координаты предельных то¬ 
чек, лежащих на круге й. И действительно, решая (1) и (2), найдем 

х = (, у—±.а. 

Это как раз координаты точек Р і и Р 2 . 

Исключая из (1) и (2) параметр *, получим уравнение огибающей 

3,2 = я*, 

которая распадается на пару прямых у~±а. Геометрически ясно, что каждая 
из них касается всякого круга из семейства. 

Как второй пример рассмотрим семейство эллипсов, для которых 


Уравнение этого семейства 


а + 6 = /. 

да у 8 
(/-«)« 


= 1 , 


(О- 
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где а — параметр. Диференцируя по а % найдем 


х* 

а* 


■У* 

(/-/ 7)3 


О, 


( 2 ) 


Чтобы получить уравнение огибающей, надо из (I) и (2) исключить а . Для 
этого решаем их относительно ли у. Деля (1) на / — ди складывая со (2), 
найдем 




/ 


( 3 ) 


и теперь из (2) 




и - *)* 

/ 1 


(4) 


откуда 



У- 




Беря тот или яругой знак, получаем четыре комбинации для координат пре¬ 
дельных точек. Следовательно, на каждом эллипсе (I) лежат четыре предельные 
точки. 

ЧтоЗы исключить а % перепишем (3) и (4) в такой форме: 


_2 

лз = 


а 


/з 


_2 

уЗ 


і — а 

“Т“» 
/з 



складывая их, получим уравнение 

х з 4- у з — /з. 

Следовательно, огибающей этого се¬ 
мейства эллипсов служит астроида. На 
чертеже 196 отчетливо видно, лкак она 
в действительности огибает эллипсы. 



§ 200. Семейство прямых. 

Если в каждой точке кривой проведем касательную, то мы получим 
семейство касательных к данной кривой (черт. 197). 

Если N — точка пересечения касательных в точках М и М\ то гео¬ 
метрически ясно, что при бесконечном приближении М 1 к точке М 
точка N стремится к М как к своему предельному положению. Следо¬ 
вательно, для каждой касательной предельной точкой служит ее точка 
прикосновения. 

Поэтому геометрическим местом всех предельных точек будет сама 
кривая, а потому: 

Теорема . Огибающей семейства касательных к данной кривой 
служит сама данная кривая. 
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Семейство касательных есть частный случай семейства прямых. 
В самом общем виде семейство прямых можно представить так. Рассу¬ 
ждаем: в общем уравнении прямой 

Ах + Ву+С = 0 (1) 

за коэфициенты возьмем какие угодно функции /. Пусть, например, 

А = чіі), в —ф(/), С=»(!). 

Тогда мы будем иметь уравнение 

?(0 х + ф (0 у + ш(() = О 

между тремя переменными, т. е. уравнение семейства прямых. 

Как всякое семейство, и это семейство имеет огибающую. Назовем 
ее кривой Н. Каждая кривая из семейства, в данном случае каждая 
прямая из семейства, касается кривой Н. 

Таким образом, прямые семейства (1) являются касательными к кри¬ 
вой //, а потому 

всякое семейство прямых есть семейство касательных к некото¬ 
рой кривой, а именно к огибающей данного семейства. 

Таким образом, мы видим, что семейства прямых очень однообразны. 
Каждое из них есть семейство касательных. Отсюда любопытный вывод. 
Пусть по плоскости движется по какому-нибудь закону прямая О, ура¬ 
внение которой 

Ах + Ву + С= 0. (2) 

Если і — время, то В, С — функции а потому различные по¬ 
ложения прямой в различные моменты даю г нам семейство прямых. 
Если Л —их огибающая, то О в каждый момент касается Н . Следова¬ 
тельно, 

по какому бы закону прямая ни двигалась по плоскости, она в 
течение всего движения остается касательной к некоторой кривой. 

Рассмотрим следующее замечательное семейство прямых. Пусть во 
всякой точке М данной кривой АВ построена нормаль (черт. 185 на 
стр. 341). Получим семейство нормалей к данной кривой. Исследуем 
огибающую этих нормалей. Пусть кривая АВ , если ее дугу принять за 
параметр, представится параметрически уравнениями 

* = '•?(*). .У = '{>(*)• (З) 

Тогда 

= ^ = $іпа = ^ = ф'($). (4) 

Этими уравнениями угол д, угол направления касательной, опреде¬ 
лится как функция параметра 5 . 

Так как уравнение касательной в точке М(х , у) может быть пред¬ 
ставлено в форме 

Ѵ—у = Ъа(Х-х) % 

то уравнение нормали будет 

У~У = — с^а(Х-х), 
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или 


(X — лг)соза -I- (У — у)зіпа = 0, 


(5> 


где х у у у а—функции а потому это уравнение типа 

Ф(Ху У у *) = 0 . 

Уравнение (5) есть уравнение семейства прямых. Чтобы найти коор¬ 
динату предельных точек, лежащих на прямой (5), надо к ее уравнению 
присоединить уравнение, которое получится от диференцирования урав¬ 
нения (5) по параметру. Диференцируя, получим 

с ія (іх <іа йѵ 

— <Х-х) зіпа —— + >)соза^- зІпа^^О 


’ СІ8 


и так как 


то 


і іа 


і 

/? ’ 


— (X — дг)зіпа-|- (У —у) соза = /?. 


(6> 


Решая (5) и (6) относительно X и К, найдем, что координаты пре¬ 
дельной точки, лежащей на нормали (5), будут 


Х — х — зіп а /?, У=у + соз а 7?. 


(7> 


Сравнивая эти выражения с формулами (11 на стр. 340, мы видим, 
что Х — ѣу К=г,, т. е. что предельная точка на нормали к кривой 
в точке М совпадает с центром кривизны данной крир^й АВ в той же 
точке М. Отсюда заключаем: 

огибающая нормалей к данной кривой есть эволюта 
данной кривой. 

Нели кривая дана уравнением 

У = /(*). 


то уравнение нормали к ней в точке М(х У у) будет 

Х-х + у , (Ѵ-у) = 0. 


( 8 > 


Это есть уравнение семейства нормалей, причем параметром служит х. Следо¬ 
вательно, чтобы найти центр кривизны лля точки Лі(дг, у), т. е. предельную 
точку на нормали (8). надо к уравнению (8) присоединить уравнение 

У"ІХ-у)~ 1 —у*=0 . <9> 

которое получим, диференцируя (8) по х. 

Легко видеть, что, решая (8) и (9) относительно Хи К, найдем для них вы¬ 
ражения, совпадающие с выражениями для Б и і) на стр. 339. 


§ 201. Замечание. 


Мы доказали, что для определения огибающей надо исключить пара¬ 
метр из уравнения семейства 

<*>(•*, .У, 0 = 0 (1) 

и уравнения 

ф'і ( X , у, *) = 0 . 
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При этом все время предполагалось, что функция Ф одно¬ 
значна и непрерывна. 

Предположим, что мы решил* уравнение (I) относительно і. Пусть 

' = УУ (2) 

Тогда если мы имеем (I), то имеем и ( 2 ), и обратно — если имеем (2), 
то имеем ( 1 ). 

Следовательно, уравнение семейства может быть представлено и 
в такой форме: 

п{х,у) — і = 0. ( 3 ) 

Но в таком случае* чтобы получить уравнение огибающей, мы долж¬ 
ны присоединить к (3) уравнение, которое получим, днференцнруя его 
по т. е. получим уравнение 


1—0. (4) 

Так как это равенство невозможно и так как в форме (3) может 
-быть представіено всякое семейство, то приходим к парадоксальному 
заключению: никакое семейство не имеет огибающей. К этому выводу 
мы пришли, потому что не приняли во внимание, что, как общее пра¬ 
вило, функция со будет многозначной, а потому к ней нельзя применять 
правило, доказанное для случая однозначной функции. Но всякая много- 
-значная функция может быть заменена системой однозначных функций. 
Пусть для простоты о) — двузначная функция, так что из (I) имеем 

* = У) и і = сі) 2 (дг т ^у), 

где о ) 1 и — уже однозначные функции. Тогда семейство (1) пред¬ 
ставится системой двух уравнений 

®Т іх,У)~і = 0, (5) 

* 2 (х, У) — і = 0. (6) 

Каждое из этих уравнений определяет некоторую систему. Если па- 
раметр і имеет какое-нибудь значение і\ то кривая 

ф{х, у, ?) = О (7) 

будет представлена двумя уравнениями: 

у) - ■*' = ( 8 ) 

®г(*> У) ~ 

Каждое из этих уравнений дает только часть кривой (7). Мы назо¬ 
вем часть ( 8 ) первой ветвью кривой ( 7 ), а часть (9) — второй ветвью. 
Тогда (5) даст совокупность всех первых ветвей из семейства (1), 
а уравнение ( 6 ) — совокупность вторых ветвей. Но отсюда еще не сле¬ 
дует, что огибающая семейства (1) состоит из огибающих семейств (5) 
и ( 6 ). Этого может и не быть, а потому семейство (1) может иметь оги¬ 
бающую, хотя у семейств (5) и (6) ее нет. 
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Следующий простой пример хорощо поясняет иэложедное. 


( 10 ) 


— уравнение данного семейства. Это уравнение семейства кругов радиуса а 
с центром на оси А . Его огибающую дает пара прямых у = а (черт. 198). 



Черт. 198. 

Но перепишем (10) в такой форме: 

х — і=?іУ а-— у*. (II 


Пусть I имеет какое-нибудь значение, которому соответствует окружность 
АСВО из семейства (черт. 199). Избавляясь от двузначной функции, мы одно ура¬ 
внение (11) заменим двумя: 

х — і = + і/а^Гу*. (12> 

х—і=-.— (13) 



Так как в (12) *>/, а в (13) х< С то уравнение (12) дзет правую поло¬ 

вину АСЕ окружности, а уравнение (13) — ее левую половину АОВ. Если рас¬ 
сматривать ( переменным, то уравнение (12) даст семейство полуокружностей на 
чертеже 200, а уравнение (13) —на чертеже 201. 

То и другое семейство не имеет огибающей. Причина ясна: когда мы даем, 
параметру * "приращение Л, то окружность АСВО передвигается в положение 
А'В'С'О' (черт. 202), и эти две смежные окружности пересекаются в двух точ¬ 
ках. Но правые половины этих окружностей не имеют общих точек. 




Окружность АВСО имеет на себе две предельные точки только потому, что 
ее правая половина пересекается с левой половиной смежной окружности. По- 
этому-то хотя каждая кривая из семейства {12) не пересекается со своей смеж¬ 
ной, а потому и не имеет предельных точек, кривая из семейства (10) пересе¬ 
кается со своей смежной и имеет предельные точки. 

§ 202. Заключение. 

1. Семейством кривы*, определенным уравнением 

Ф(х> У, 0 — 0, 

где х^н у рассматриваются как координаты точки, называется сово¬ 
купность всех кривых, которые можно получить, давая параметру 
все возможные для него значения. 

2. Предельной точкой, лежащей на кривой из семейства 

ф(*, У> с) = о, 

называется предельное положение точки ее пересечения с бесконечно 
приближающейся к ней кривой 

Ф(х, у, с-^Н)=0. 

Геометрическое место предельных точек, лежащих на всех кри¬ 
вых из семейства, называется огибающей семейства; кривые из се¬ 
мейства называются огибаемыми. 

3. Координаты предельных точек, лежащих на кривой 

Ф[Х, У, *) = 

удовлетворяют также уравнению 

Ф' ( {х, у, () = 0. 

Исключение из этих уравнений параметра і дает уравнение оги¬ 
бающей 

4. Огибающая имеет с каждой огибаемой общие точки. 

5. Огибающая касается всех огибаемых, т. е. имеет 
с каждой огибаемой в общих точках общую касательную. 

6. Уравнение 

ф(х, У, 0 = 0 

есть уравнение семейства при і переменном, уравнение кривой из се¬ 
мейства при * постоянном, уравнение огибающей при і как неявной 
функции, определенной уравнением 

Ф\(х,у> /)= 0 . 

7. Огибающая семейства прямых, «касательных к данной кривой, 
есть сама данная кривая. 



